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“La matematica discreta es parte fundamental para el estudio de las
ciencias de la computacion, puesto que las estructuras que analiza son
utilizadas para modelar y resolver problemas reales mediante el disefio y
programacion tanto de algoritmos como de estructuras de datos”

Dr. Alberth Alvarado, director del Departamento de Matematica Aplicada en la
Universidad Galileo.

A los estudiantes...

En este curso veremos distintos temas que le permitird a Ud. entender nuevas
estructuras y asi generarse una idea suficientemente amplia de las mismas
permitiendo modelar los problemas mas importantes de las ciencias de la
computacion. Desde la conocida teoria de conjuntos hasta las funciones
recursivas y sus aplicaciones; asi como las notables soluciones que aporta la
teoria de grafos. Analizaremos entre otras cosas algunos de los problemas
que genera ¢l “infinito” y como tratarlos. Se tendra especial cuidado en el
manejo de la simbologia en la que esta escrita nuestra teoria, es muy dificil
escribir y entender sobre algo si no tenemos conocimiento pleno de los
simbolos (jy su significado!) en lo que esta escrito nuestro objeto de estudio,
las matematicas discretas.
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Simbolos y su significado.

€ pertenece oo infinito

U conjunto Universo @ conjunto vacio

Z* conjunto de los enteros positivos a palabra variable

> mayor o igual & palabravacia

< menor o igual U unidn de conjuntos

< menor estricto N interseccion de conjuntos
> mayor estricto @ diferencia simétrica (conjuntos)
# distinto de /\ diferencia simétrica

v para todo — Condicional (entonces)

1 existe

A no existe

< siysolo si

€ subconjunto

# cardinal de un conjunto
A conjuncidn

V disyuncion

2 multiplo de dos o par
2 +1 impar

/ tal que

A conjunto A complemento
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1 Conjuntos

1.1 Definicion de Conjunto

D1. Un conjunto es una coleccién bien D2. Un conjunto es una coleccién desordenada
definida de objetos. Estos objetos se de objetos. Los objetos de un conjunto se

llaman elementos y se dice que son llaman también elementos del conjunto. Se dice
miembros del conjunto. gue un conjunto contiene a sus elementos

Matematicas discreta y combinatoria Matematica discreta y sus aplicaciones

Capitulo 3: Teoria de conjuntos Capitulo 1: Los fundamentos: Légica y demostracion,

Ralph P. Grimaldi conjuntos y funciones

Kenneth H. Rosen

Utilizaremos letras mayusculas, A,B,C,....., para representar l0s conjuntos y letras
minusculas, a,b,c,d,..., para representar los elementos. Para un conjunto A, escribiremos
X € Asi x esunelemento de A; y ¢ A indica que y no es elemento de A.

1.2 Notacion de conjuntos

Un conjunto puede designarse enumerando sus elementos dentro de llaves

A={1,2,3,4,5}
Complete:
- El conjunto A esta formado por

- 2__ _Ay6__A

Otra notacion comun para este conjunto es
A={x/x es un entero y 1<x<5}

Se lee “A es el conjunto de todos los x tales que x es un entero entre 1 y 5 inclusive”

Al indicar que x es un namero entero, estamos especificando un universo, que por lo
general se denota como U, s6lo elegiremos elementos de U para formar nuestro conjunto.

Ejemplo.

Para el universo U = {1,2,3,4,5,........... }, conjunto de los enteros positivos, cuya
notacion es Z*.

El conjunto A={1,4,9,16,...,64,81} = {x?/ x € U, x?<100} = {x?/x € U "x?<100} ={
x e U /x?<100}

Veamos: para el universo U definido en el ejemplo, ¢podria escribir los conjuntos con
otras notaciones?

B ={14,9,16} =

C=1{2,43,8,10......... } =
Los conjuntos A y B son conjuntos finitos, mientras que C es un conjunto infinito. Al
trabajar con conjuntos como A y C, podemos describir los conjuntos en términos de las
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propiedades que deben satisfacer sus elementos, o enumerar elementos suficientes para
indicar un patrdén evidente.

1.3 Cardinal de un conjunto

Para cualquier conjunto finito A, |A| 6 #A denota el nimero de sus elementos, y se conoce
como cardinal o tamario de A.
En el ejemplo anterior tenemos que |A| = y |B| =

1.4 Subconjunto

Si C, D son conjuntos de un universo U, decimos que C es un subconjunto de D y
escribimos C = D, 0 D o C, si cada elemento de C es un elemento de D. Si, ademas, D
contiene un elemento que no esta en C, entonces C es un subconjunto propio de Dy se
denotaCcD,0D > C.

Para cualesquiera conjuntos C, D del universo U,
Cc D & VX[xeC = xeD]

Aqui el cuantificador universal Vx indica que debemos considerar cada elemento x del
universo dado U pertenecientes al conjunto C.

Para conjuntos C, D finitos ;Qué podemos decir del |C| y del |D|?
CcDh=|C|__ |D|
CcDh=|C| ID|

Definimos nuestro universo U, tal que U = {1,2,3,4,5} y consideramos el conjunto
A={1,2} y B={x/x? € U}

¢Qué podemos decir de Ay B?
(AcB?
(BcA?

1.5 Ilgualdad de conjuntos

Para un universo dado U, los conjuntos C y D (tomados de U) son iguales, C =D,
cuandoCcDyDc C.

¢Cuando podemos decir que A ¢ B?

¢Cuando podemos decir que A = B?
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Teorema
SeanAcU,BcU,CcU

1. ACByBCcC=ACC
2. AcByBcC=ACC
3. ACByBCC=ACC

4. ACByBCC=ACC

1.6 Conjunto vacio

El conjunto vacio, es el conjunto que no contiene elementos, se denota como & o {}

Teorema
Para cualquier universo U, sea A c U, entonces & — A, y si A = J, entonces & < A

Para el conjunto C = {1,2,3} determine todos los subconjuntos de C

1.7 Conjunto de partes o conjunto potencia

Si A es un conjunto del universo U, el conjunto de partes de A, que se denota P(A), es
el conjunto de todos los subconjuntos de A

1.8 Algunos conjuntos para recordar

- Z =el conjunto de los enteros

- N =el conjunto de los nimeros naturales

- Z" =el conjunto de los enteros positivos

- Z =el conjunto de los enteros negativos

- R =el conjunto de los nimeros reales

- R” =el conjunto de los niimeros reales distintos de cero

- Q =el conjunto de los nimeros racionales

- Q" = el conjunto de los niimeros racionales distintos de cero
- C =el conjunto de los numeros complejos.

Después de aprender a contar, nos enfrentamos a métodos para combinar los nimeros
contados. El primer método es la suma. La adicién de dos elementos de Z* produce un
tercer elemento de Z*, llamado suma. Por lo tanto, nos podemos concentrar en la adicién
sin tener que ir mas alla de Z*. Esto también es cierto para la multiplicacién.

Las operaciones de adicion y multiplicacion son operaciones binarias cerradas en Z*.
Cuando calculamos a+ b, paraa, b € Z*, hay dos operandos, a y b por eso la operacion
se llama binaria. Comoa+b € Z"sia, b € Z*, decimos que la adicién en Z* es cerrada.
Sin embargo la operacion binaria de la division (con divisor distinto de cero) no es cerrada
en Z*, yaque por ejemplo, 1/2 (=1+2) ¢ Z*,aunque 1,2 € Z".
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Ahora presentamos algunas operaciones binarias entre conjuntos

1.9 Operaciones de conjuntos las leyes de las teorias de conjuntos

Para A, B c U definimos lo siguiente:

AUB (launionde AyB)={x/x e Avx e B}
ANB (lainterseccion de Ay B) ={x/x € AAX € B}
AAB 6 A®B (la diferencia simétricade AyB)={x/x € AUB A X ¢ AnB}

SiU={1234,...... ,9,10}, A={1,2,3,4,5},B=1{3,4,5,6,7} yC={7,8,9}
¢ Qué elementos tienen los siguientes conjuntos?

ANnB = AAB =

AUB = AUC =

BNC = A®C =

ANC =

1.10 Conjuntos disjuntos

SeanSc U, T < U. Los conjuntos Sy T son disjuntos si SNT =&

Teorema
SeanSc U, TcU.
Sy Tsondisjuntos < SUT = SAT

1.11 Conjunto complemento
Para A c U, el complemento de A que se denota A, esta dado por {x/x € U A X ¢ A}

Para los conjuntos U = {1,2,34,...... ,9,10}, A={1,23,4,5}, B={3,45,6,7} y C
= {7,8,9}. ¢(Podria indicar el complemento de los conjuntos A, By C?

1.12 Complemento relativo

Para A, B ¢ U, el complemento relativo de A en B, que se denota B — A esta dado por
{x/xeBAXxgA}

Para los conjuntos U = {1,2,3.4,...... ,9,108, A={1,2,34,5}, B={3,4,5,6,7}y
C ={7,8,9}. Determine:

A-C
U-A

B-A
C-A
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Teorema

Para cualquier universo U y cualesquiera conjuntos A, E c U las siguientes proposiciones
son equivalentes:

) ACE b) AUE =E
c) ANE=A HECA

1.13 Propiedades de la teoria de conjuntos

' T i
[ ldentidad ] Nombre {
T | . :
“ AUB=A Leyes de identidad
| ANU=4
b —— e ———— Ca— C e —_—_— . —— _—
AUU=U Leyes de dominacion
ANB=0 |
[ AUA=A I Leyes idempotentes
B, | |
(A=A [ 1 ey de complementacién
I - —_— — —_— —— — —
| AUB=BUA Leyes conmutativas
ANB=BMNA
{ AUBUO =ALUBUC Leyes asociativas

— S —— S — — 4 SR

’ ANBNCO=ANBINC

ANBUO=ANBKHUMANC)
AUBNO)=(AUBINAUCQC)

Leyes distributivas

: f
[ :\zi i N [{ Leyes de De Morgan ‘
i ANB=AUB ‘L ‘l
AUMANRM=A | Leves de absorcion |

‘ ANAUB=A *L 4
|
\

AUA=U | Leyes de complemento
l ANA=0

Cuando analizamos las relaciones que pueden existir entre los conjuntos implicados en
una proposicion de igualdad o contenido entre conjuntos, podemos estudiar la situacion
de manera grafica.

Un diagrama de Venn (llamado asi en honor del 16gico inglés John Venn, 1834 — 1923)
se construye de la manera siguiente: U aparece como el interior de un rectangulo, mientras

U U

>

Figura 1.1 Figura 1.2
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que los subconjuntos de U se representan mediante los interiores de circulos y otras curvas
cerradas.

La zona sombreada de la Figura 1.1 representa el conjunto A y el area no sombreada
representa el complemento de A.

En la Figura 1.2 la region sombreada representa AUB. El conjunto AnB es el area
cuadriculada de la figura.

¢Podria indicar que representa en cada caso el area sombreada?

U

1.14 Técnicas de conteo y diagramas de Venn

Para los conjuntos A y B, de un universo finito, los diagramas de Venn nos ayudan a
obtener formulas de conteo para |A| y |[AUB| en términos de |A|, |B| y JANB]

Ejemplo
En una clase de 50 alumnos de primer U
afo, 30 estudian C++, 25 estudian Pascal B

y 10 estan estudiando ambos lenguajes.
¢Cuéntos alumnos de primer afio estudian
algun lenguaje de computacion?
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1.15 Préactico de Conjuntos

1. a) ¢Cuales de los siguientes conjuntos son iguales?
A={1,2,3} B={3,2,1,3} C={3,1,2,3}

b) ParaU = {1,2,3,...,9,10}, A={x/x =2 A x> 6}, B={1,2,3,4},
C=4{1,2,35,7} con A B, C < U contestar lo que sigue:

a) 3=} VF b)2eB V F c) 2¢C V F

d#A=3 V F e) BcA V F 1) C:{x/x=é+1A1<xs7} V F

9gPcB V F h) A={6810} V F

2. Determine todos los elementos de cada uno de los siguientes conjuntos
a. A={1+(-1)"/ neN} c. C={n®+n?/ne{0,1,2,3,4}}

b. B={n+(1/n) / ne{1,2,3,5,7}} d. D={1/(n*+n) / neZ*, n es impar, n<11}

3. ¢Cuéles de los siguientes conjuntos son no vacios?

a. A:{X/XEN, 2X+7:3} C. C:{X/XER, X2+5:4} e. E:{X/XER, X2+4:6}
b. B={x/xeQ, x*+4=6} d. D={x/xeZ, 3x+5=9} f. F={x/xeR, x?+3x+3=0}

4. Consideremos los subconjuntos de Z

A={2m+1/m e Z} C={2p-3/pez} E={3s+2/seZ}
B={2n+3/n e Z} D={3r+1/reZ} C={3t-2/teZ}
¢ Cuales de las siguientes proposiciones son verdaderas y cuales falsas?
a) A=B c) B=C e) D=F
by A=C d D=E f) E=F

5 ParaUu ={123,...,9,10}, A={1,234,5}, B={1,2,48}, C={1,2,35,7}y
D ={2,4,6,8}. Determine:

a) (AuB)C d) C~D g (B-C)-D
b) AU(BNC) e) (AUB)-C h) B-(C-D)
c) CuD f) AU(B-C) i) (AuB)-(CnD)

6. Determine los conjuntos
a) AyBcuando A-B={1,3,7,11}, B-A={2,6,8} y AnB = {4,9}

b) CyD cuandoC - D ={1,2,4}, D - C ={7,8} y CUD = {1,2,4,5,7,8,9}

7. Seaun universo U finito con A, B c U. Ordene la siguiente lista en orden creciente
de acuerdo con el tamafio.
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Métodos Discretos

a) |AuUB, [B|, |, |[ANB], U]

8. Dado un universo U y los conjuntos A, B c U
¢aqué esigual (A —B) n (B - A)? Demuestre su afirmacion.

9. En una reunion de cientificos hay un total de 120 cientificos, hay un conjunto de
100 matematicos y 35 fisicos. ¢ Cuantos cientificos son matematicos y fisicos a
la vez? Plantee el problema en el lenguaje de conjuntos.

10. De 100 estudiantes, 32 estudian matemética, 20 estudian fisica, 45 estudian
biologia, 15 estudian matematica y biologia, 7 estudian matematica y fisica, 10
estudian fisica y biologia, 30 no estudian ninguna de estas tres materias.
Encuentre el nimero de estudiantes que estudian las tres materias
Encuentre el nimero de estudiantes que estudian exactamente una de las tres
Materias.

11. Dado el siguiente diagrama, determine:
#(AuB)nC =
" s #((A-B)) =

#(A®) =
#(AnNBNC)=
b #((AUC)-B) =

#(A®B) =

12.§implifique las siguientes expresiones:
{{[(PmQ)u R|U[(RU P)ﬂ(RuQ)]}ﬂ{[(PuQ)m P}u[(PuQ)mQ]}}ﬂp

i{[(AUB)NAJUAIN{[(AUC)NCTU(A)|

13. Un total de 180 émnibus de una compafiia de transporte de pasajeros desean
cubrir tres recorridos con el siguiente detalle:
a) El recorrido uno (R1) cuenta con 82 unidades, el dos (R2) con 113

unidades y el tres (R3) con 70 unidades.
b) Quince unidades cubren (solo) R1y R2, 18 (solo) R2 y R3.
c) Treinta unidades cubren las tres lineas.

d) Diez no cubren ninguna de las lineas.
14
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Métodos Discretos

i. ¢Cuéntos dmnibus cubren solamente los recorridos uno y tres?

ii. ¢Cuantas unidades cubren en forma exclusiva cada uno de los
recorridos?

14. Una poblacién de 500 hormigas toma dos caminos distintos para salir del
hormiguero; 200 toman el camino 1 (solamente) y 150 los dos caminos (para salir
y entrar). ¢ Cuantas hormigas usan solamente el camino 2?

15. Representar mediante lenguaje de conjuntos los siguientes diagramas:

1.- U A 2.- u
B
A
C
3 u 4.- u
B
A B
A
¢ c

15
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Métodos Discretos

2.1 Producto cartesiano

Para los conjuntos A, B < U, el producto cartesiano de A y B, se denota AxB siendo
AxB={(a,b)/a e A, b € B}

Decimos que los elementos de AxB son pares ordenados. Para (a,b), (c,d) € AxB, (a,b)
=(cd)<=a=cyb=d.

ParaU ={1,2,3,....7}, A={2,3,4}, B ={4,5} (*) determine:

e AxB=

e BxA=

e B2=BxB=

e B3=
Indique:

e |Al=

e [B[=

e |AxB|=

o |BXA|=

2.2 Relacion

Para los conjuntos A, B < U, cualquier subconjunto de AxB es una relacion de A en B.
Cualquier subconjunto de AxA es una relacion binaria en A.

Para A, B, U, presentado anteriormente (*) las siguientes ¢son relaciones de A en B?

a. o c. {(2,4),(3,4),(45)} f. AxB
b. {(2,4),(2,5)} d. {(2,3)}
e. {(2,4),(3,4)(4,4)}

En general para conjuntos finitos A, B con |JA| = my |B| = n, existen 2™ relaciones de A
en B, incluyendo la relacién vacia y la propia relacion AxB.

Sea R el subconjunto de NxN donde R = {(m,n) / n = 7m}. En consecuencia, entre los
pares ordenados en R se encuentran (0,0), (1,7), (11,77), (15, 105).
Esta relacion R en N, también puede representarse en forma recursiva como:
1) (0,00e R
2) Si(st)e R=(s+1,t+7) R
Compruebe que el par (3,21) e R

Interpretemos la definicion dada para R...
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Sea R el subconjunto de NxN donde R = {(m,n) / n = 7m}. Si analizamos un
momento la definicién de R vemos que los pares ordenados van a tener la forma
genérica (m, 7m) con m y n naturales. Evidentemente la cantidad de elementos de R es
infinita, ahora, ¢cudl seria la cuestion? ¢ Qué variable uso para recorrer N y por qué tengo
que hacer esto? ¢Por qué usar una y no la otra? Lo cierto es que tengo que elegir una y
ver que “pasa’ con la otra variable. Probemos con m, si a m la multiplicamos por siete
(segun def. por comprension de R: n = 7m) el resultado va a ser un natural cualquiera,
por ejemplo n. Si a partir de esto nos armamos una tabla de valores [m, 7m] y la
completamos con todos los naturales N entonces tendremos la “extension” de R, bueno,
a ver, en la practica, ¢se puede realmente hacer esto? jSi y no y por qué!?

¢ Qué piensan Uds. de todo esto?

En consecuencia, entre los pares ordenados en R se encuentran (0,0), (1,7), (11,77), (15,
105), ...etc. ...,

La pregunta que nos hacemos ahora es si sera posible expresar lo anterior de una forma
mas comoda, digamos algo més practico.

La respuesta es que si y la forma de resolver esto seria mediante una estructura recursiva
como la que se muestra a continuacion.

1) (0,00 e R [Regla Base]
2)si(s)eR=>(s+1,t+7)eR [Regla Recursiva]

¢ Y como funciona esto realmente?

Siguiendo con el planteo recursivo de R tendriamos lo siguiente:

0,00 eR [por Regla Base]
Si(00)eR=(0+1,0+7)eR [por Regla Recursiva]

Pero (0+ 1,0+ 7) = (1, 7) € R entonces decimos que:

Si(1,77e R=(1+1,7+7) € Rysivolvemos a aplicar la Regla Recursiva
nuevamente tenemos que:

Si(2,14) e R= (2 + 1, 14+ 7) € R y asi podriamos seguir indefinidamente!!

Pregunta: ¢Qué ocurrira cuando esto se continle unay otra vez? ;Podremos relacionarlo
con la tabla [m, 7m]? Y si fuera asi, ;qué consecuencia tendria esto? jJustifique su
respuesta!

Si modelamos la relacion R en su forma recursiva
usando un grafo dirigido y tratamos de verlo como
una maguina (y que esta sea de ciclo infinito)
tendriamos el siguiente dibujo:
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Teorema
Para cualesquiera conjuntos A, B,C c U :
1) Ax(BNC)= (AxB) n (AxC)
2) Ax(BUC)= (AxB) U (AxC)
3) (AnB)xC= (AxC) n (BxC)
4) (AuB)xC= (AxC) U (BxC)

Consideremos las siguientes Relaciones...

U={1,23,...,7}, A={1,23,4,5,6,7}, B={1,2,3,4,5,7}

R1={(1,2), (2,7), (2,4), (2,5), (4,7} :: R2={(2,5), (2,4), (3,4), (4,5}
R3={(2,3), (2,7), (2,1)} :: R4={(2,7), (2,5), (2,4), (3,4), (4,4)}

Resolviendo algunas operaciones entre estas tenemos:
R1UR2={(12), (2,7), (2,4), (2,5), (4,7), (2,5), (2,4), (3,4), (4,5)}
R1nR2={(2,4), (2,5}

R1-R2={(1,2), (2,7), (4,7)}

R3® R4 ={(2,3), (2,1), (2,5), (2,4), (3,4), (4,4)}

i iEntonces, queda claro que las relaciones son CONJUNTOS vy los pares ordenados
ELEMENTOS, por consiguiente, aplican las operaciones entre estos!!

2.3 Algunas propiedades de las relaciones

— Unarelacion R en un conjunto A es reflexiva si V x € A, (x,x) € R.
— Unarelacién R en un conjunto A es simétrica si:

vV (x,y) € R= (y,x) e R(conx,y € A)
— Unarelacion R en un conjunto A es transitiva si:

vV (xy), (y,2)e R= (x,z) e R (conx,y,z € A)

Siendo A ={1,2,3} y las relaciones
R, ={(1,2), 21), (1.3), B},
R, ={(1.1), (22),(33), (2.3)},
R, ={(1.1), (22),(3,3)},
R, ={(1.1), (22),(3.3), (2.3),(3.2)},
R, ={(1.1), (23),(3,3)}

Determine que propiedades se cumplen en las relaciones anteriores. Justifique
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2.4 Relacion de equivalencia

— Una relacion de equivalencia R en un conjunto A es una relacion que es
reflexiva, simétrica y transitiva.

Siendo A ={1,2,3} y las relaciones
R, ={(11), 2,2),(3,3)},
R, ={(1.1), (2,2),333), (23).(3,2)},
R, ={(1,1), (1,3), (2,2),3,1), (3,3)},
R, = AxA

¢Son las relaciones anteriores, relaciones de equivalencia en A? jJustifique!

Ejemplo: Sea A el conjunto de todos los estudiantes de tu escuela y considera la

relacién R en el conjunto A que consiste en los pares (X, y) tales que x e y tuvieron el
mismo promedio de notas el afio anterior.

— ¢Es R una relacion de equivalencia?
— ¢Dado un estudiante x, podemos formar el conjunto de todos los estudiantes que
tuvieron el mismo promedio de notas el afio anterior que x?
Se dice que este subconjunto de conjunto A es una clase de equivalencia de la relacion

Ry que x e y son equivalentes.

Solucioén:

Entonces, a R b si el promedio del sujeto a es igual al promedio del sujeto b.

Letra del ejercicio traducido  a R b sii prom(a) = prom(b)

iiIMPORTANTE!! Decir que (a, b) pertenece a R es lo mismo que decirque aR b

¢Es R es de equivalencia? tendra que cumplir con la Reflexiva, Simétrica y Transitiva

Reflexiva:
(a,a) pertenece a R es lo mismo que decir que a R a sii prom(a) = prom(a) la cumple!

Simétrica:
(a,b) pertenece a R entonces (b,a) pertenece a R
a R b sii prom(a) = prom(b) entonces b R a prom(b) = prom(a) se cumple!

Transitiva:

(a,b) pertenece a R y (b,c) pertenece a R entonces (a,c) pertenece a R

prom(a) = prom(b) y prom(b) = prom(c) entonces prom(a) = prom(c) entoncesa R ¢
Cumple la transitiva

iiEntonces R es de equivalencia!!
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2.5 Clases de equivalencia

Sea R una relacion de equivalencia en un conjunto A. El conjunto de todos los elementos
que estan relacionados con un elemento a de A se llama clase de equivalencia de a. La

clase de equivalencia de a con respecto a R se denota [a]g.

Si be [a]g, se dice que b es un representante de esta clase de equivalencia. Cualquier
elemento de la clase se puede usar como representante de dicha clase.

De acuerdo a la relacion R del Gltimo ejemplo. ¢ Cuantos subconjuntos de A puedo tener?
¢ Esos conjuntos son disjuntos?

Pero antes de contestar esto preguntémonos. ..

¢Que genera una Relacién de equivalencia sobre el conjunto A?

Bien, lo que genera es una particion especial del conjunto sobre el que se define la relacion
binaria. A cada conjunto de los que integran la particion le llamamos clase de equivalencia
y en cada clase encontramos elementos que se dicen equivalentes entre si.

En resumen, diremos que siendo R una relacion de equivalencia sobre un conjunto A,
para cualquier x € A la clase de equivalencia de x se define como:

[X] ={yeA| (y,x) eR}

Para el caso del ejemplo tedrico la cuestion seria mas o menos asi...

[10]s Podemos observar las distintas clases de

[B]I:
s S ; ! ;
[12].;\ Equivalencia (que son subconjuntos de A), con
& Nk “representante” 8, 12, 10, etc.., en cada una de
estas clases estan todos los individuos gue el afio

anterior pasaron con el mismo promedio de notas.

(o]

\
[,

Notese que la union de todas las clases me da el conjunto A de alumnos de alguna
escuela UTU.

Veamos un par de ejemplos mas...

Ejemplo 1: Sea A = {1,2,3,4} y R una relacion de A en A tal que:
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R={(1.1).(1,2),(2,1).(2,2).(3,3),(3.4).(4.3).(44)} (%)

Se pide comprobar que es de equivalencia y determinar
las clases.

Vemos que efectivamente es de equivalencia (jcumple
con la Reflexiva, Simétrica y Transitiva!) y aplicando
la definicion de Clase de equivalencia tenemos que:

[1]1={1,2}; [2]={1,2} vy [3]={3.4} si representamos estas clases en un diagrama
tendriamos lo siguiente (*).

Ejemplo 2: Sea A ={1,2,3,4,5,6} y R una relacion de A en A tal que:
R={(11),(1,2),(2,2),(2,2),(3,3),(4,4).(4,5).(5.4).(5,5),(6,6)}
Se pide comprobar que es de equivalencia y determinar las clases.

ildem anterior! (jcumple con la Reflexiva, Simétrica y Transitiva!) y aplicando la
definicién de Clase de equivalencia tenemos que:

[11={1.2}; [2]={1.2} ; [3]={3}; [4]={4.5}; [5]={4.5} ;[6]={6}

2.6 Representacion de relaciones: Matrices y Grafos dirigidos

Hay muchas formas de representar una relacién entre conjuntos finitos. Como ya henos
visto, una de ellas es enumerar los pares ordenados. Presentaremos dos métodos
alternativos, para representar relaciones. Un método utiliza matrices booleanas. El otro
método hace uso de grafos dirigidos.

Por lo general, las matrices son estructuras apropiadas para las representaciones de
relaciones en programas informaticos. Por otra parte, muchas veces resulta Util
representar las relaciones mediante grafos dirigidos para entender las propiedades de
dicha relacion.

2.7 Matriz
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Una matriz es una disposicion rectangular de nimeros. Una matriz con m filas y n
columnas se denomina matriz de mxn. Una matriz con el mismo namero de filas que
de columnas se denomina matriz cuadrada. Dos matrices son iguales si tienen el mismo
numero de filas que de columnas y los elementos en cada posicion son iguales dos a dos.

1 3 20 L o
Mi=|0 2 M={1 0 0 1 Msz(o OJ
21 4 1

¢Podria indicar las dimensiones de cada una de las matrices anteriores?
Mi=7? My= ? Mz= ?

2.7.1 Representacion de relaciones usando matrices

Una relacion entre conjuntos finitos se puede representar utilizando una matriz

booleana. Supongamos que R es una relacién de A= {ai, a, as,....... ,am} en B ={by, by,
Ds,....... , bn} (escribimos los elementos de los conjuntos A y B en un orden particular
aunque arbitrario. Ademas, cuando A= B usamos la misma ordenacion para A y para B).

la relacion R puede representarse por medio de la matriz Mr=[m;j], donde:

mij=< 1 si (ai,b}) € R
Osi (ai,b)) ¢ R

En otras palabras, la matriz booleana que representa a R tiene un 1 como elemento (i,j) si
ai esté relacionado con bj y tiene un 0 en esta posicion si aj no esta relacionado con b;.

Supongamos A = {1,2,3} y B = {1,2}. Sea R la relacién de A en B que contiene a (a,b)

siaec AbeBya>b.Si ai=1,a=2,a=3,yb:1=1, a =2 obtenemos la relacién

siguiente R ={(2,1), (3,1),(3,2)} por tanto la matriz que representa dicha relacion es:
00

Mg{:10
11

Los unos en Mg muestran que sélo los pares (2,1), (3,1) y (3,2) pertenecen a R.

Sean A= {ai, az, as} en B = {by, b2, bs, bs, bs} ¢ Qué pares ordenados estan en la relacion
R representada por la matriz Mg ?

01000
Mg=|1 01 1 0| =R=
10101

Las matrices de una relacion binaria, que son cuadradas, pueden usarse para determinar
si la relacién cumple o no ciertas propiedades.
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Recordemos
— Unarelacion R en un conjunto A es reflexivasi V x € A, (x,x) € R.
R es reflexiva < (ai,ai) € Rparai=123,...... n
Por consiguiente
R es reflexiva < miji=1parai=1,2,3,...... ,n
1
1
Mg{ =
1
1
— Unarelacion R en un conjunto A es simétrica si (x,y) e R=(y,x) e R
VX yeA

R es simétrica < (aj,ai) € R sempre que (ai,aj) € R
Por consiguiente

R es simétrica <> m;i = 1 siempre que mj; = 1

(esto significa que m;; = 0 siempre que m;j = 0)

Mg{: 1 ><O

0

Dadas las siguientes relaciones representadas en su forma matricial, ¢podria indicar si
cumplen las propiedades simétricas y/o reflexiva?

100 1
Mgh =0 1 MgQ: 0
1 0
1 1 0
M%— 01 Mgu: 01
1 1
R,
R,
R,
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Union e interseccion de matrices booleanas
1 01 010
A= B=
010 110
La union de las matrices A y B se denota AvB
1v0 Ovl 1vO0 111
AvB= =
Ovl 1v1l 0OvO 110
La interseccion de las matrices A y B se denota AAB
1A0 0Al 1AO 0 0O
AnB= =
0Al 1A1 OAO 010

Las operaciones de union e interseccion de matrices nos pueden ayudar para determinar
las matrices que representan la union y la interseccion de dos relaciones.

Mg U @2 = Mg, v Mg,

La matriz que representa la union de dos relaciones es la unién de las matrices que
representan las relaciones

Mginge = Mgy A Mge

La matriz que representa la interseccion de dos relaciones es la interseccion de las
matrices que representan las relaciones.

Supongamos que las relaciones R ; y R, en un conjunto A estan representadas por las
matrices.

1
Mg, =| 1
0

¢Cudles son las matrices que representana R,n R,y R, UR,?

24

Profesores: Marcelo Oliver — Osvaldo Pino



Métodos Discretos

2.7.2 Representacion de relaciones usando grafos dirigidos

Hemos visto que una relacion se puede representar enumerando todos sus pares ordenados
o utilizando una matriz booleana. Hay otra manera de representar una relacion por medio
de una representacion grafica. Cada elemento del conjunto se representa mediante un
punto y cada par ordenado se representa mediante un segmento orientado cuyo sentido
viene indicado por una flecha. Utilizamos esta representacion grafica cuando pensamos
en las relaciones en un conjunto finito cono grafos dirigidos.

2.8 Grafo dirigido

Un grafo dirigido consta de un conjunto V de vértices (0 nodos) junto con un conjunto
E de pares ordenados de elementos de V llamados aristas (o arcos). Al vértice a se le
Ilama vértice inicial de la arista (a,b) y al vértice b se le llama vértice final de esta arista.

Una arista (a,a) se representa usando un arco que conecta el vértice a consigo mismo,
una arista de esta forma se llama bucle.

Dada la relacion R ={(1,1), (1,3),(2,1),(2,3),(2,4),(3,1),(3,2),(4,1)} en el conjunto
A={1,2,3,4} esté representado por el siguiente grafo dirigido.

4 3

El grafo dirigido que representa una relacién puede utilizarse para determinar si la
relacién cumple o no diversas propiedades.

— Unarelacion R en un conjunto A es reflexivasi V x € A, (x,x) € R.

R es reflexiva si y solo si hay un bucle en cada vértice del grafo dirigido, de modo que
todos los pares ordenados de la forma (x,x) pertenecen a la relacion.

— Unarelacion R en un conjunto A es simétricasi vV (x,y) e R= (y,x) e R
conx,yeA

R es simétrica si para cada arista entre vértices distintos del grafo dirigido existe una
arista en sentido opuesto, de modo que (y, X) esta en la relacion siempre (X, y) lo esta.

— Unarelacion R en un conjunto A es transitiva si:
vV (xy), (y,2)e R= (x,2) e R conx,y,z e A
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R es transitiva si y solo si, siempre que hay una arista uniendo un vértice x con un vértice
y una arista uniendo el vértice y con el vértice z, hay una tercera arista que une X con z
(completando un tridngulo en el que cada lado es una arista orientada en la direccion
correcta).

Supongamos que las relaciones R ; en un conjunto A y R, en un conjunto B estan
representadas por los grafos que se muestran a continuacién. Determine los conjuntos A
y B. ¢R, y R, son reflexivas, simétricas y/o transitivas?

C

Grafo dirigido de

Grafo dirigido de R,

Inversa de una Relacion

Para los conjuntos A, B < U, si R es una relacion de A en B, entonces la inversa de R la

anotamos R ©, es la relacion de B en A definida por R © = {(b,a)|(a,b)e R}

Supongamos A = {1,2,3} y B={0,1,2}. Sea R, ={(1.0), (1,2),(2,1),(2,2), (3,0),(3,1)} y
R, larelacion a relacion de A en B que contiene a (a,b) si acA, beB ya<b
— Determine R,

— Halle Rlc szc

— Represente R1, R2, R 1€ yR »© mediante grafos dirigidos.

2.9 Practico de Relaciones

1. SiU=N, A={1,234}, B={2,5}y C ={3,4,7} determine
AxB

BxA

AuU(BxC)

(AuB)xC

(AxC) U (BxC)

®oo0 o

2. SiU={1,2,3,4,5}, A={1,2,3} y B ={2,4,5} encuentre ejemplos
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a. Tres relaciones no vacias de Aen B
b. Tres relaciones bhinarias no vacias en A

3. SiA={1,248,16}yB={1,2,3,45,6,7}. Si (2—-x,5) (4,y—2) € AxB (Se
cumple que (2—-x,5) =(4,y-2)?
4. Para A, B, U los del ejercicio 2 determine
a. |AxB|
b. El ndmero de relaciones binarias en A

o

¢Para cuales conjuntos A, B — U es verdadero que AxB = BxA?

6. Para un universo dado U, sean A, B, C, D subconjuntos no vacios de U.

a. Demuestreque AxBcCxD< AcCyBcD

b. ¢Qué le sucede al resultado de la parte a. si cualquiera de los conjuntos
A, B, C, D es vacio?

7. Se R* larelacion definida por x +y < 7.
Estoesx R*ysiysolosix+y<7 vy Rx*={(x,y) € SxS/x+y <7} Ptos.
Para S = {1,2,4} contestar lo siguientes:
a) Determinar SxS.
b) Dar R* por extension.
c) Cumple R* con la Simétrica? (justifique)
d) Determinar el grafo de R*.

8. Sea R = NxN donde (m,n) e R<n=5m+2
a. Plantee una definicion recursiva para R
b. Utilizando la definicion recursiva de la parte a., muestre que (4,22) € R

9. Sea A={a, b, c, d}, dar ejemplos de relaciones sobre A que sean:
a) Reflexiva y simétrica, pero no transitiva.
b) Reflexiva y transitiva, pero no simétrica.

c) Simétrica y transitiva, pero no reflexiva.

10. Para cada una de las siguientes relaciones, determine si es reflexiva, simétrica o
transitiva.
a) REN*x N*, definida como aRDb, si a|b (a divide a b 0 a es divisor de b).

b) R es la relacion sobre Z tal que xRy si x+Yy es un numero: i) par ii) impar.
c) R es la relacion sobre Z tal que xRy si x- y s un nimero i) par ii) impar.
d) R es la relacion sobre el conjunto N, definida por aRb si a<b.

e) R es la relacién sobre el conjunto Z*, definida por aRb si ab>0.

11. Dado U =4{1,2,3,45}, A={123}yB={24,5}con A, B c U contestar lo que
sigue:
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a) R1 ={(1,1), (2,2), (3,3)} es una relacién Reflexiva. \Y/ F
b) R, ={(1,1), (2,2), (3,3), (2,3), (3,2)} es una relacién de Equivalencia.V F
¢) R3 ={(2,3), (3,1), (2,2)} es una relacion Transitiva. V F
d) Rs = AxA es una relacion vacia. \% F
e) Rs ={(1,2), (1,5), (2,2), (3,4), (3,5)} es una relacion de A en B. Vv F
f) Rs ={(5,1), (1,5), (4,4), (3,1), (3,3)} es una relacion de B en A. \YJ F
g) R7 ={(5,5), (4,4), (2,4)} es una relacion de B 2. \% F
h) Rs ={(1,2), (1,4), (2,2), (3,4), (3,5)} es una relacion R: A — B. \YJ F

12. Sea A ={1, 2, 3, 4} y larelacion R1 tal que:
R1={(1,1),(1,2),(2 1) (22),33), (3 4),(423), (44}
a) Comprueba que R es una relacion de equivalencia.
b) Representa el grafo dirigido de R y halla las clases de equivalencia.
c) ¢Cual es la particiéon que induce R sobre A?

13. Considera sobre el subconjunto D = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} de nimeros
enteros, la relacion de equivalencia R definida como aRb si y s6lo si a—b es
maultiplo de 4.

a) Determina la relacion R.
b) Halla las clases de equivalencia.

14. ;Cuéles de estas relaciones en el conjunto {0,1,2,3} son relaciones de
equivalencia? Determine las propiedades que le faltan a las restantes para ser
relacion de equivalencia.

c. R, ={(0,0),(11),(2,2),(3.3)}

d. R,={(0,0), (0,2), (2,0).,(2.2), (2,3), (3.2) (3.3)}

e. R,={(0,0),(1.1), (1,2), (2,1),(2.2).(3.3)}

f. R,={(0,0), (1.1), (1,3), (2.2),(2.3), (3.1), (3.2), (3,3)}

g- R;={(0,0).(0.1),(0.2), (10), (1,1), (1.2),(2,0). (2.2), (3.3)}

15. ¢ Cuales de estas relaciones en el conjunto de todas las personas son relaciones de
equivalencia? Determine las propiedades que le faltan a las restantes para ser
relacion de equivalencia.

h. {(a,b) /ay b tienen la misma edad}

i. {(a,b)/ay b tienen los mismos padres}

J- {(a,b) /ay b tienen uno de los padres en comdn}
k. {(a,b)/ay b seconocen}

I. {(a,b)/ay b hablan un mismo idioma}

16. Demuestre que una relacion R, que consiste en todos los pares (x,y) en los que x
e y son cadenas de bits de longitud al menos 3 coincidan en sus tres primeros bits
es una relacion de equivalencia en cadenas de bits de longitud al menos 3
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17. Sea R la relacién en el conjunto de pares ordenados de enteros positivos tal que
((a,b),(c,d)) € R < ad = bc. Demuestre que R es una relacion de equivalencia.

18. Represente cada una de estas relaciones en el conjunto A={1,2,3} mediante una
matriz (con los elementos del conjunto A en orden creciente)

m. R, ={(1,1), (1.2),(1.3)}
n. R,={(12),(21),(22).33)}
0. Ry={(1.1),(1.2),(1,3),(2,2),(2.3).(3.3)}

p' R4 :{(113)! (3!1)}
19. Represente las relaciones en el conjunto A={1,2,3} que estan representadas por

medio de las siguientes matrices (las filas y las columnas de las matrices
corresponden a los enteros escritos en orden creciente) mediante pares ordenados.

1 01 010 111
Mg, =|0 1 O r. Mg, ={0 1 0 S. Mg, =|1 0 1
1 01 010 111
20. Represente las relaciones en el conjunto A={1,2,3,4} que estan representadas por

medio de las siguientes matrices (las filas y las columnas de las matrices
corresponden a los enteros escritos en orden creciente) mediante pares ordenados.

1101 1110 0101
My, = 1010 0 Mg = 0100 V. Mg, = 1 010
0111 0 011 0101
1011 1 001 1 010

21. Determine si las relaciones de los ejercicios 13 y 14 son reflexivas, simétricas, y/o
transitivas.

22. Sean R 1y R 7 relaciones en un conjunto A representadas por las matrices

010
Mg, =|0 1 1
111

w. Halle la matriz que representa R ,n R,
X. Halle la matriz que representa R ;U R,
23. Dibuje los grafos dirigidos que representan a las relaciones del ejercicio 14.
24. Dibuje el grafo dirigido que representa la relacion R en el conjunto A={a,b,c,d},

siendo R ={(a,a), (a,b), (b,c), (c,b),(c,d), (d,a), (d,b)} Determine R

29

Profesores: Marcelo Oliver — Osvaldo Pino



Métodos Discretos

25. Dados los siguientes grafos que representan relaciones, indigue el conjunto sobre
el cual estd definida la relacion, representela por medio de pares ordenados e
indigue si son reflexivas, simétricas y/o transitivas. ¢Hay alguna que sea relacion

de equivalencia?

Grafo dirigido de R | Grafo dirigido de R,

2 )

C

Grafo dirigido de R ,

Grafo dirigido de R ; Grafo dirigido de R,

26. Sea R la relacion en el conjunto de los ndmeros reales tal que
xy) e Reox—y=x3-y

y. Demuestre que R es una relacién de equivalencia.
z. Halle las clases de equivalencia de los reales 1, 2 y 3.
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27. Sea R la relacién en el conjunto de pares ordenados de enteros tal que

((xy),(xy") e Rex—x"=2(y—y).
aa. Demuestre que R es una relacién de equivalencia.
bb. Halle las clases de equivalencia de (0, 0) y de (2, -1).

Profesores: Marcelo Oliver — Osvaldo Pino
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3 Funciones

3.1 Definiciones

D1: Se dice que una relacion R de A D2: Para los conjuntos no vacios A, B, una
en B es una funcion si para cualquier funcién, o aplicacién f de A en B, que se denota
elemento a en A, existe un unico con f:A— B,esunarelacion de AenB en

elemento b de B tal que (a,b) esta en

R la que cada elemento de A aparece exactamente

una vez como la primera componente de un par
ordenado de la relacion.

Con frecuencia escribimos f(a) = b cuando (a,b) es un par ordenado en la funcion f. Si
(a,b) pertenece a f, b se conoce como la imagen de mediante f, mientras que a es una
preimagen de b. Ademas, la definicidn sugiere que f es un método para asociar a cada a
que pertenece a A una Unica b que pertenece a B, anotamos este proceso como f(a) = b.
En consecuencia, decir que (a,b) y (a,c) pertenecen a f implica necesariamente

que b =c.

A menudo una funcién puede ser representada en forma gréafica. La figura 1 a) muestra
una funcion R de A={a,b,c,d,e} en B={1,2,3,4}. Si seguimos la convencion de representar
una relacion binaria en forma tabular, podemos representar la funcion de la figura 1 a)
como lade lafigura 1 b). No obstante, una forma tabular mas conveniente para representar
funciones es la mostrada en la figura 1 c), donde la columna izquierda contiene todos los
elementos en el dominio y la columna derecha contiene sus imagenes correspondientes.

Figural
fx)|1 (2 |3 |4 x | f(x)
a X a |l
b X b |3
c X c |3
d X d|2
e X e |2
b) C)

Eiemplo: Sean A=1{1,2,3} y B={w,x,y,z},y R,={(Lw),(2,x),(3,x)},
R.={(Lw),(2x)}y R,={(Lw),(2,w),(2,x),(3,2)} ¢Son R ;, R, y R ; relaciones de
A en B? ;Alguna de ellas es funcion? Justifique.
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3.2 Dominio, Codominio y Conjunto Imagen

D3: Para la funcion f:A— B, A es el dominio de f y B es el codominio de f. El
subconjunto de B formado por aquellos elementos que aparecen como segundas
componentes de los pares ordenados de f se conoce como la imagen de f y se denota
también como f(A) ya que es el conjunto de imagenes (de los elementos de A) mediante
f. En otras palabras: Im(f) = {f(x):x e Dom(f)}

Una representacion grafica de estas ideas aparece en la figura 2. Este diagrama sugiere
que a puede verse como entrada que es transformada por f en la salida correspondiente

f(a).
. \ f [ fla _
Figura 2 /o T
.r/ 2 .;.’ /\ flay=>b ,";.
/ ,-": \ \\\ / {
\_\ | || A
N/ _ )
;,/
A B

3.3 Funcién Inyectiva

Una funcion f : A — B se denomina inyectiva, o uno a uno si distintos elementos de A
tienen distintas imagenes en B bajo f:

t.g. X, X, € Ay X, #X, implica f(x;)= f(x,)

Esto equivale l6gicamente a la contrapositiva: x;, X, € Ay f(x,) = f(x,) implica

X, =X,.

Ejemplo 1: Sea A={1,2,3} B={1,2,3}; f: A>B: f={(1,2), (2,1), (3,3)}
¢f es inyectiva? ¢justifique?

Figura 3 A——1f=—=8

]
A

Ejemplo 2: Sea A={1,2,3} B={1,2,3}; f: A>B: f={(1,2), (2,1), (3,2)}
¢F es inyectiva? ¢;Por qué? Explique.

33

Profesores: Marcelo Oliver — Osvaldo Pino



Métodos Discretos

Figura 4 A—fey B

\ </
T

Ejemplo 3: Para la siguiente funcién: f(x) =y =x-1
¢Qué dominio tiene esta funcién?, ;Qué tipo de funcion es f? jJustifique su respuestal

Figura 5

3.4 Funcion Sobreyectiva

Dada f : A— B decimos que f es sobreyectiva, o que f transforma a A sobre B si
Img(f) = B. En otras palabras < VyeB,3IxeA|f(X) =y

Ejemplo 4: Sean los conjuntos:
A={123}yB={24}ylafunciéon f={(1,2), (2,2), (3,4)}

Figura 6 At B ¢Cudl es el conjunto imagen de f?

¢Cual es el codominio?
v" ¢ Qué puedo decir del conjunto Imagen y del
' codominio?

¢f es sobreyectiva?

Ejemplo 5: Para los mismos conjuntos del ejemplo anterior con la funcién:
f={(1,2), (2,2), (3,2)}:: ¢Puede asegurar que f es sobreyectiva? jJustifique!

A,...-—f-___* B

Figura7 Va

3.5 Funciéon Biyectiva
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D6: Una funcion f : A — B es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva a la vez. O lo que
eslomismo: Vye B, xeA|f(X) =y

¢ Cudl de los ejemplos anteriores cumple con esta definicion? ¢Por qué? jJustifique!

Otro esquema posible ...

Funcidn Inyectiva Funcién Sobreyectiva Funcion Biyectiva

3.6 Grafico de una funcidén

Sea la funcién f:R — R/ f(x)=—x+1. Complete la tabla para diferentes valores de x

FT

X | f(x)

o
I
"
L
-
~
w
-

Observando el grafico, ¢Se puede determinar si f es inyectiva y/o sobreyectiva?
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Sea ahora la funcién f :R — R/ f(X) :%x2 —% . Complete la tabla para diferentes

valores de X. o
\ f(x)
1.5
X | f(x)
-2 1
-1
0 0.5
1
2 X
-2 -1 / P 4
_ < _

Observando el gréfico, ¢Se puede determinar si f es inyectiva y/o sobreyectiva?
Sean las funciones f :R—>RygR >R / f(x)=5x-3, g(x) = x*

— Grafique las funciones f yg
— ¢Puede indicar si f, g son inyectivas o sobreyectivas?

3.7 Funcion ldentidad

D7: Lafuncion 1,: A— A, definida como 1,(a)=a Vae A, es la funcion identidad
para A.

3.8 lgualdad de Funciones

D8:Si f,g:A— B, decimos que fy g son iguales y escribimos f = g si f(a) = g(a) para
todo a que pertenezca a A.

D8.1 Dadas dos funciones f: A — By g: C — D, son iguales o idénticas si se cumple:
Tienen el mismo dominio: A=C

Tienen el mismo codominio: B =D

Asignan las mismas imagenes: para cada x € A = C, se tiene que f(x) = g(x)

Un ejemplo con puertas logicas
La funcion igualdad es aquella funcion en cuya salida (YY) existe el mismo valor que en

su entrada (A). AY
Su tabla de verdad y simbolo serian los siguientes:

A b ¥ 0 O

111
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3.9 Funcion Compuesta

D9:Si f:A—>B y g:B— C,definimos la funcién compuesta, que se denota
gof;A—C,como (go f)(@)=g(f(a)) VaeA.

La definicion de composicion de funciones requiere que el codominio de f = dominio de
g. Si laimagen de f — dominio de g, en realidad esto sera suficiente para obtener la
composicionde go f;A—>C.

Ejemplo 6:
Dadas f(x) y g(x), tal que el dominio de la 22 esté incluido en el recorrido de la 12, se

puede definir una nueva funcion que asocie a cada elemento del dominio de f(x) el valor
de g[f(x)]. (x) = 2x g0 =3x+1

(gof) (x) =g [f(x)] =g (2x) =
3(2x)+1=6x+1

(gof(1)=6-1+1=7

Seaf R>R,g:R>R
definidas por f(x) = x2, g(x) =
X+5 ) ) (gof)(x)=6x+1 -
— Grafique f(x), b(x)
— Determine (gof) (x) y (fog) (X)

3.10 Funcion Inversa

D10: Si f : A— B, entonces se dice que f es invertible si existe una funcion
g:B—>Atalque gof=1,y fog=1;.

Teorema: Consideremos una funcion f : A— B. La funcidn f es invertible si y solo si f
es inyectiva y sobreyectiva a la vez.
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o Como consecuencia de esto, solo podremos hallar
la inversa de una funcion si esta es biyectiva.

Ejemplo 7:
Param, b € R, m =0, la funcién f: R > R definida por f ={(x,y)ly = mx+b} ¢fes
una funcion invertible?

Para obtener f " notamos que:

7 ={(x y)ly = mx+bf = {(y,x)ly = mx+b}
={(x y)ix=my+b}={x y)ly =@/ m)(x-b)}
Asi, f: R>R esta definidapor y=mx+b,y f(x)=(/m)(x-b)
Sea f:Z —>Z/f(x)=x+1.(Es invertible? Si lo es, ;cuél es su inversa?

Sea g:Z — Z/g(x) = x2. ¢Es invertible? Si lo es, ;cuél es su inversa?

3.11 Conjunto Prelmagen

D11:Si f: A— B y B,cBentonces f *(B,)={xe A| f(x) € B,}. Al conjunto
f1(B1) se le conoce como la preimagen de B; mediante f.

iCuidado! Aunque tengamos el concepto de una preimagen para cualquier funcion, no
toda funcion tiene una funcion inversa. En consecuencia, no podemos suponer la
existencia de una inversa para una funcion f solo porque se usa el simbolo f*. En este
caso, se necesita un poco de precaucion.

3.12 Practico de Funciones

1) SeanA={a, b, c}B={1,2, 3}
a) De las siguientes relaciones de A en B ¢cuales son funciones?

R={@ 1), (b, 2), (c. 3)}
R={(@ 1), (b 1), (1)}
R.={(a3).(a2), (b 2),(c.2)}
R.={(@73), (b 2),(c 2}
R={(b.2),(c.2)}

R={(b. 2), (b, 2), (c.3)}

38

Profesores: Marcelo Oliver — Osvaldo Pino



2)

3)

4)

5)

6)

Métodos Discretos

b) En caso de ser funcién determine el conjunto imagen.

c) Haga el diagrama de flecha para las relaciones del ejercicio anterior.

d) Determine un método a través del diagrama para determinar si s 0 no es
funcion.

Sean A={1,2,34} B={1,2,345,6,78}yC={12,3,4,5,6}

Sea f:A—B tal que = { (1,2), (2, 4), (3, 6), (4, 8) }

Sea g:A—B tal que f(x) =2.x

Sea h:A—C tal que h(x) = 2.x

a) Determinesi¢f=9?¢f=h?,g=h?

b) Determine para cada funcion el dominio, el codominio y la imagen.

Clasifique las siguientes funciones como inyectivas, sobreyectivas y biyectivas:
a) Sean A = {1,2,3} B= {a,b} Sea f:A—B tal que f= {(1,a), (2, a), (3, b)}

b) Sean A ={1,2,3} B ={a,b,c} Sea g:A—B tal que g= {(1,a), (2,3), (3,a)}

c) Sean A = {1,2,3} B={a,b,c} Sea h:A—B tal que h = {(1,a), (2,b), (3,¢)}

d) Sean A= {1,2} B={ab,c} Seai:A—B tal quei= {(1,a), (2,b)}

Sea P = conjunto de las personas del ITS Sean las siguientes funciones:

Cédula: P —{1,...,10000000} tal que Cédula(x) = el nimero de CI correspondiente
a la persona x

Edad: P—{1....,100} tal que Edad(x) = el nimero correspondiente a la edad de x
Altura:P —{1,...,1000} tal que Altura(x) = el nimero que corresponde a la altura de
X (por ejemplo 1.75m corresponderia al nimero 175

Clasifique cada una de estas funciones.

Sean A, B dos conjuntos cualesquiera:

a) Determine Ay B, para obtener una funcion de A en B que sea inyectiva.

b) Determine Ay B, para obtener una funcién de A en B que sea sobreyectiva.

c) Determine Ay B, para obtener una funcion de A en B que sea inyectiva y no
sobreyectiva.

d) Determine Ay B, para obtener una funcion de A en B que no sea inyectiva y sea
sobreyectiva.

e) Determine Ay B, para obtener una funcion de A en B que sea biyectiva.

f) Haga los diagramas de flechas para las funciones anteriores.

Sean A={1,2,3} B={a,b,c}

Seaf: A—B tal que f= {(1, a), (2, b), (3, ¢)}

Seag: A—Btal que g = {(1, a), (2, a), (3, b)}

Sea h:A—B tal que h= { (1,a), (2,a), (3,a) }

a) Halle f(2), f(2), (3), 9(1), 9(2), 9(3), 9(1), 9(2), 9(3)

b) Halle la funcion inversa f . Halle f*(a), f*(b) y f*(c)
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c) Halle los conjuntos preimagen g*(a), g~*(b), g~*(c), h™*(c)y h™'(b)

7) Sea el conjunto de los estudiantes de informatica A = {pablo, ana, juan, lucia}
Sea el conjunto B = {1,...,12}
Tenemos una funcién f que relaciona a cada estudiante con su nota de aprobacion

X f(X)
pablo | 8
ana 7
juan |7
Lucia |9

a)
b)
c)
d)

Escriba la funcion f de Aen B

Obtenga el conjunto imagen de f

Clasifique la funcion f

Obtenga a partir de la funcion f los estudiantes que
aprobaron con 7

8) Escriba la definicion de funcion compuesta. Explique cuando dos funciones
cualesquiera se pueden componer, 0 sea, que condicion deben de cumplir. De un
ejemplo de dos funciones que no se puedan componer y otro ejemplo donde si se

pueda.

9) Sean A ={1,2,3,4} B={x,y,z} C = {ab,c,d} Sean f: A—>B, g: B—C, definidas de
la siguiente manera: f = {(1,x),(2,x),(3,2),(4,y)} g = {(X, a),(y,c ),(z,d )}.
a) Halle la funcién compuesta g ° f.
b) Halle el conjunto Im (g ° f) (conjunto imagen de g ° f).
c) Escriba un diagrama de flechas que represente a la funcién compuesta de la parte

anterior.

10)Sean A={1,2,3,4}B={x,y,z2} C={a, b, c, d}
a) Escriba una funcion f de A en B, escriba una funcion g de B en C, luego halle g
compuesta con f, o sea, halle la funcién g ° f.
b) Halle el conjunto Im (g ° f) (conjunto imagen de g ° f).
c) Escriba un diagrama de flechas que represente a la funcion compuesta de la parte

anterior.

11) Sean A,B,C,D.E conjuntos no vacios. Sean f: A—B, g: B—C, h: C—D, j: E>A
¢ Cual de las siguientes composiciones son posibles? Explique cuando sea posible cuél
conjunto es el dominio y cual el codominio en cada composicion.

l.gef

2.g°h 3.9

12) Determine si las siguientes funciones son invertibles. En caso de que lo sean, halle la
funcién inversa. Justifique, haga los correspondientes diagramas de flechas.
SeanA={1,2,3,4}B={x,y,z2} C={a, b, c,d}

a) f: A—Btal que f={(1,x),(2,x),(3.,y), 4y)}
b) g: A—»Ctalquei={(1,a),(2,), (3,b),(4,d)}
¢) h: B—C tal que h = { (x,a), (y,b), (z,d)}

d) j: C—Atal quej={(a22), (b,1),(c,3), (d,4)}

e) i: A—Ctalquef={(1,3), (2,c), (3,b), (4,2 }
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13)ParaA={1,2,3}yB={3,4,5}
a) ¢Cuantas funciones f de A en B satisfacen f(1) =4 y es Inyectiva? Explicar.
b) Encuentre una funcién f de A en B que no sea ni Inyectiva ni Sobreyectiva ni

Biyectiva.

14) A={1,2,3,4} B={a,b,c} C={w,x,y,z}
Sean f:A—B y g:B—C tales que f= {(1,a),(2,2),(3,b),(4,¢0)} v g = {(a,x),(b,y),(c,2)}
Sean f:A—B y g:B—C tales que f= {(1,a),(2,a2),(3,b),(4,¢)} y g = {(a,x),(b,x),(c,x)}
a) Hallar g ° f en cada caso.
b) Clasifique g ° f en cada caso.

15) Sean f, g y h funciones definidas de la siguiente manera:
f:A>B: g:B—>C : h:A->Ctalque h={( x);(b, y)(c, 2);(d, x)}
a) Determinar fy g sabiendo que g(1) =x; g(2)=vy; 9(3) =zyque A={a, b, c, d}
B={1, 2, 3} ; C={x, y, z}
b) Clasificar f, gy h.
c) Determinar conjunto imagen de h.

d) Hallar la funcion inversa de g, (g ™) [si es que esto es posible].
e) Demostrar que g~'(y)=2g97"(X).
f) Determinar el conjunto imagen de g~*.

16) Sean f, g funciones definidas de la siguiente manera:
f:A>B
g: B> CconA={a, b, c,d}; B={x,y,z,w};C={a, h, |, 0, s}
h=fog
Se sabe ademas que f(a) = w, f(b) = x, f(c) = .
a) Determinar fy g tal que h(b), h(c), h(d) y h(a) en este orden me permita
“escribir” la palabra “hola”.
b) Escribir la funcion h y clasificar f, g y h.

c¢) Hallar la funcion inversa de f, (f ) . Si esto es posible,
i) determinar el conjunto imagen de .
i) Hallar f'(y)y f*(w).

d) Como modificaria g para que h(c), h(d) y h(a) [en este orden] me permita
“escribir” la palabra “olas”.

17) ** Sea A={2,3,4,5,6,7,8} y B={1,2,3,4,7,11}
f: A— B tal que a cada elemento n perteneciente a A se le asigna:
2n-3  sinesimpar
n/2  sinespar.
Enumere los elementos de f e investigue si es inyectiva y sobreyectiva.

18) **Sea f y g dos funciones definidas de R en R tal que f(x)= x+2 y g(x)= f(x)-x se
pide:
Bosquejo de la Grafica de f(x) y g(x).
Demostrar que f(x) es inyectiva.
Sea h(x)= 2x2-3, componer h con f(x).
Determinar f1(x). (sugerencia, usar f(x)=y)

41

Profesores: Marcelo Oliver — Osvaldo Pino



Métodos Discretos

4.1 Introduccion

En matematicas y ciencias de la computacion, un grafo (del griego grafos: dibujo, imagen)
o gréfica es el principal objeto de estudio de la teoria de grafos.

Informalmente, un grafo es un conjunto de objetos llamados vértices 0 nodos unidos por
enlaces llamados aristas o arcos, que permiten representar relaciones binarias entre
elementos de un conjunto.

Tipicamente, un grafo se representa graficamente como un conjunto de puntos (vértices
0 nodos) unidos por lineas (aristas).

Desde un punto de vista practico, los grafos permiten estudiar las interrelaciones entre
unidades que interactian unas con otras. Por ejemplo, una red de computadoras puede
representarse y estudiarse mediante un grafo, en el cual los vértices representan terminales
y las aristas representan conexiones (las cuales, a su vez, pueden ser cables o conexiones
inalambricas).

4.2 Terminologia Basica

Un grafo dirigido G se define en términos abstractos como un par ordenado (V,E),
donde V es un conjunto y E es una relacion binaria sobre V. Un grafo dirigido puede
representarse geométricamente como un conjunto de puntos V con un conjunto de flechas
E entre parejas de puntos. Por ejemplo, la figura 1 muestra un grafo dirigido. A los
elementos de V los llamaremos vértices, y los pares ordenados de E, aristas del grafo
dirigido. Se dice que una arista es incidente con los vértices que ella une. Por ejemplo, la
arista (a,b) es incidente con los vértices a y b. En ocasiones, cuando deseemos ser mas
especificos, diremos que la arista (a,b) es incidente a desde y es incidente hacia b. El
vértice a es llamado el vértice inicial y el vértice b el vértice Terminal de la arista (a,b).
Una arista que es incidente a partir y hacia el mismo vértice, como (c,c) en la figura 1 es
Ilamado un lazo. Se dice que dos vértices son adyacentes si estan unidos por una arista.
Ademas al referirnos a una arista (a,b). diremos que el vértice a es adyacente al vértice b
y también diremos que el vértice b es adyacente desde el vértice a. También que un vértice
es aislado si no hay una arista incidente con él.

Un grafo no dirigido G se define de manera abstracta como una par ordenado
(V,E), donde V es un conjunto y E es un conjunto de multiconjuntos de dos elementos de
V. Por ejemplo, G=({a,b,c,d}, {{a,b,};{a,d};{b,c};{b,d};{c,c}}) es un grafo no dirigido.
Un grafo no dirigido puede representarse geométricamente como un conjunto de puntos
marcados V con un conjunto de lineas E entre los puntos. El grafo no dirigido G anterior
se muestra en la figura 2. Veamos otro ejemplo: sea V={a,b ,c, d} un conjunto de cuatro
jugadores en un torneo de tenis de eliminacién  directa.  Sea
E={(a,b);(a,d);(b,d);(c,a);(c,b);(dc)} una relacién binaria sobre V de manera que (X,y) en
E significa que x vencié ay en el encuentro entre ellos. El grafo G=(V,E) se muestra en
la figura 3. Entonces, de acuerdo con la figura 3, el jugador b (por ejemplo) es mejor que
el jugador d quien, a su vez vencid al jugador c.
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AUl N

Figura 1 Figura 2 Figura 3

4.3 Multigrafos y Grafos Pesados

La definicion de un grafo puede expresarse de varias maneras. Sea G=(V,E) donde
V es un conjunto y E es un multiconjunto de pares ordenados de VxV. G es llamado un
multigrado dirigido. Geométricamente, un multigrafo dirigido puede representarse como
un conjunto de puntos marcados V con un conjunto de flechas E entre los puntos, donde
no existe restriccién en el nimero de flechas de un punto a otro punto (en efecto, la
multiplicidad de un par ordenado de vértices en el multiconjunto E es el nimero de
flechas entre los puntos marcados correspondientes). Por ejemplo, la figura 4 muestra un
multigrafo. Ahora, consideremos una representacion grafica de un mapa de carreteras en
la cual una arista entre dos ciudades corresponde a un carril de una autopista entre las
ciudades. Como a menudo hay autopistas de varios carriles entre pares de ciudades, esta
representacion origina un multigrado. La nocion de multigrado no dirigido puede
definirse de manera similar. De ahora en adelante, cuando sea claro el contexto, usaremos
el término grafo para significar ya sea un grafo o un multigrado, o ambos. Por otro lado,
cuando sea necesario enfatizar que nos referimos a un grafo (en lugar de un multigrafo),
usaremos el término grafo lineal.

Cuando modelamos una situacion fisica con un grafo abstracto, hay muchas
ocasiones en las cuales deseamos asociar informacion adicional a los vértices, a las aristas
del grafo o a ambos. Por ejemplo, en un grafo que representa la conexion por autopista
entre dos ciudades, podriamos desear un nimero a cada lado para indicar la distancia
entre las dos ciudades conectadas por la arista. También podriamos desear asignar un
namero a cada vértice para indicar la poblacion de la ciudad. En un grafo que represente
los resultados de los encuentros del torneo de tenis podriamos etiquetar cada arista con
las puntuaciones y la fecha del encuentro entre los equipos conectados por la arista. Los
pesos pueden ser nimeros, simbolos, o cualquier cantidad que deseemos asignar a los
vértices y a las aristas.

Figura 4
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4.4 Definiciones

Camino.
Sean x e y vértices (no necesariamente distintos) de un grafo no dirigido G=(V,E). Un
camino X-y en G es una sucesion alternada finita (sin lazos)
X = Xoel, X1,2 X2.€3,....., €n-1 ,Xn-1, €n ,Xn =Y
De Vértices y aristas de G que comienza con el vértice x y termina con el vértice y y que
contiene las n aristas €i = { Xi-1, Xi} donde 1<i<n.

Longitud de un Camino.
_La longitud de un camino es n, el nimero de aristas que hay en un camino. (Sin =0, no
existen aristas, x =y, y el camino se denomina trivial. Estos caminos no se tendran muy
en cuenta.)
Cualquier camino x-y donde x =y (y n>1) es un camino cerrado. En caso contrario, el
camino es abierto.
Observe que un camino puede repetir aristas y vértices.

Recorridos, circuitos, caminos simple y ciclos.
Consideremos un camino x-y en un grafo no dirigido G = (V,E).
a) Sino se repite ninguna arista en el camino x-y, entonces el camino es un recorrido
X-y. Un recorrido x-x cerrado es un circuito.
b) Cuando ningun vértice del camino x-y se presenta mas de una vez, el camino es
un camino simple x-y. El termino ciclo se usa para describir un camino simple
cerrado X-X.

4.5 Resumen de las definiciones

Vértice(s) Aristas Abierto | Cerrado | Nombre
Repetido(s) | Repetida(s)
Si Si Si | - Camino
Si Si | - Si Camino Cerrado
Si No Si | - Recorrido
Si No |- Si Circuito
No No Si | - Camino Simple
No No |- Si Ciclo

4.6 Conexidad

Sea G = (V,E) un grafo no dirigido. Decimos que G es conexo si existe un camino simple
entre cualesquiera dos Vvértices distintos de G.

Sea G = (V,E) un grafo dirigido. Su grafo no dirigido asociado e s un grafo obtenido de
G si no se tienen en cuenta las direcciones de las aristas. Si se obtiene mas de una arista
no dirigida de un par de vértices distintos de G, entonces solo una de estas aristas se dibuja
en el grafo no dirigido asociado. Cuando este grafo asociado es conexo, consideramos
que G es conexo.

Un grafo que no es conexo es disconexo.
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4.7 Grado de un vértice

Sea G un grafo o multigrado no dirigido. Para cualquier vértice v de G, el grado de v,
que anotaremos grad(v), es el nimero de aristas en G que son incidentes con v.
En este caso, un lazo en un veértice v se considera como dos aristas incidentes en v.

4.8 Circuitos y Recorridos Eulerianos

Sea G = (V,E) un grafo o multigrafo no dirigido sin vértices aislados. Entonces G tiene
un Circuito Euleriano si existe un circuito en G que recorre cada arista del grafo
exactamente una vez. Si existe un recorrido abierto de a a b en G que recorre cada arista
de G exactamente una vez, este recorrido se Ilamara Recorrido Euleriano.

4.9 Practico de Grafos

1. Consideremos el problema de reconocer enunciados que en la lengua inglesa
constan de un articulo, seguido de uno, dos o tres adjetivos, un sujeto y al tltimo
un verbo, como se muestra enseguida.

Ej:

El tren se detiene.

Una nifia pequefia rie.

Las nubes grandes, blancas, aborregadas, aparecen.

Cuando examinamos un enunciado palabra por palabra podemos determinar si tiene
esta forma especial mediante el seguimiento de un grafo pesado que comenzara en un
primer vértice al que nombraremos como a. Si el Gltimo vértice es alcanzado entonces
el enunciado estara en la forma especial. Para simplificar el dibujo usaremos un Gnico
veértice para indicar el descubrimiento de palabras fuera del orden normal. En tal caso,
alcanzando dicho Vvértice, significara la deteccion de un enunciado ilegal.

2. Parael grafo de la figura 5, determine: b e

a) Un camino de b a d que no sea un recorrido

b) Un recorrido b-d que no sea un camino simple. a
c) Un camino simple de b a d.

d) Un camino cerrado de b a d que no sea un circuito.

e) Un circuito de b a b que no sea un ciclo. c d
f) Unciclodebab. Figura 5

3. Parael grafo de la figura 5, ¢cuantos caminos simples existen de b a f?

4. Cuantos caminos simples diferentes existen entre los veértices a y f en el grafo
dado en la figura 6.
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a b
a b e f
h g
3 f
. . C d £ h
Figura 6 Figura 7

Sea G=(V,E) el grafo no dirigido de la figura 7. ; Cuantos caminos simples
existen en G de a a h? ;Cuantos de ellos son de longitud 5?

Siete ciudades a, b, ¢, d, e, f y g estan conectadas por un sistema de autopistas
como sigue:

a) 1-22 vade aa c, pasando por b.

b) 1-33 vade c ady entonces pasa por b y continda hacia f.

c) 1-44 vade d por e hacia a.

d) 1-55va de f a b pasando por g.

e) 1-66vadegad.

Se pide:

(1) Use los vértices para las ciudades y las aristas dirigidas para los tramos de
autopista que las unen, y dibuje un grafo dirigido que modele esta situacion.

(2) Enumere los caminos simples de g a a.

(3) Cual es el menor numero de autopistas que tendria que cerrarse para
interrumpir el paso de b a d.

Sea G=(V,E) un grafo no dirigido. Definimos una relacién R sobre V como aR
b si a=b o si existe un camino simple en G de a a b. Demuestre que R es una
relacién de equivalencia.

Dada la siguiente molécula contestar lo que sigue:

a) Modele la molécula con un grafo. Defina

CH,OH _ G=(V.E).

1%,,—*12—8\{4 b) Defina camino simple. ¢Es posible ir del
HOo ~OH 517 vértl_ce dl_ez (segun figura) al vértice uno por un

K Ol “p 7 camino simple?
o P c) ¢Si quitaramos el atomo de oxigeno
HO-CHy ~ ™8 (numerado con siete) el grafo que representa la

]\? HO /N molécula se mantiene conexo? (Justifique).

wh— CH,0H  d) Calcule la longitud de la molécula,
OH asumiendo (para la resolucion del ejercicio) que

la longitud de todos los enlaces es similar.
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9. Dado el siguiente grafo se pide:
E

A
a) Defina G=(V,E)..
b b) Determinar un camino simple de B a D.
c¢) Hallar la longitud de A a D (la menor).
d) ¢Si agregamos un Vvértice (F) a la figura, el grafo
B c seguira siendo conexo?

10. Se quiere duplicar los tramos de una red de comunicacion que, en caso de
deteriorarse, imposibilitarian la comunicacion entre ciertos puntos.
a) ¢Cuales son los tramos que deben duplicarse?
b) Determinar un camino simple desde la ciudad de Ciudadla Ciudad?.
c) Determinar el o los circuitos simples del grafo de la figura.
d) Calcular la longitud del grafo.

Ciudads
Ciudads P
Ciudad3 =
¢ Ciudad?
;\\ ; Ciudads Ciudad2
Ciudad1

11. Definir el grafo G de la figura, (dar el conjunto de veértices y aristas).

a) Determinar un camino simple de e; a es

b) Dar un ejemplo de Circuito Simple y
otro de Circuito Elemental.

(%) (o)
c) Cudl es la distancia minima de es a e>. ‘p\
: ‘ ’
Co—)

12. Dado el siguiente grafo G=(V,E) determinar el grado de cada uno de sus
veértices. ¢Es G conexo? Explique.
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13. Dado el siguiente grafo G=(V,E) determinar:
a) El grado de los vértices b, fy g.
b) Un circuito Euleriano.
c) La distancia del vértice a al vértice k.

4 b C

14. Sea el conjunto A={1,2,3,4}. Se definen la siguiente relacion:
R: B>B/R={(1,1),(1,3),(2,2),(2,4),(3,1), (3,2),(3,3),(3,4)}
a) Determinar el grafo dirigido de la relacion R
b) Determinar todos los caminos simples desde el vértice 1 al 4

15. Se desea modelar el comportamiento de una maquina de ventas, la cual vende
barras de chocolate por $15 la unidad. Por simplicidad, supongamos que la
maquina acepta solo monedas de cinco y diez pesos y no regresa cambio cuando
se han depositado mas de $15. El grafo pesado es una descripcién del
comportamiento de la maquina, donde los vértices corresponden a las cantidades
que ya han sido depositadas para la venta en un momento dado, a saber, 0,5, 10
y $15 o mas. En cualquier momento, un cliente puede hacer una de tres cosas:
depositar una moneda de $5, depositar una moneda de $10 y presionar un botén
para un seleccionar una barra de chocolate en particular.

a) Modelar un grafo que represente el funcionamiento de la maquina.

b) Dar los conjuntos V de vértices y E de aristas del grafo G del problema.

c) ¢Como modificaria el grafo para que, en caso de que me pase de $15 la
maquina me devuelva la moneda que agregue de mas?

d) ¢Qué ocurriria si el precio de las golosinas aumenta a $20?,(teniendo en
cuenta que se hacen los ajustes necesarios para que la maquina acepte
billetes de veinte pesos).

Nota: (a las partes a) y b) del problema)

En el grafo solucién habra tres aristas que salgan de cada vértice etiquetados
con 5, 10 y P. Una arista con peso 5 actualiza la cantidad total depositada en
la maqguina cuando el cliente introduce una moneda de $5 y una arista

con peso 10 actualiza la cantidad depositada en la maquina cuando el cliente
introduce una moneda de $10.
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5 Lenguajes

5.1 Esqguema de induccion

Veremos la induccion como mecanismo primitivo para definir conjuntos. La idea es
tomar un conjunto conocido S, partir de algun subconjunto Bo < S, definir formas de
agrandar sucesivamente Bo y considerar el conjunto que se obtiene al limite de este
proceso.

Intuitivamente....

La idea de la definicién inductiva de un conjunto es, a partir de ciertos elementos
individuales, agregar nuevos elementos en el conjunto combinando los ya existentes.
Definir inductivamente un conjunto significa dar las reglas que indican como
construir los elementos del conjunto.

El conjunto S debe ser un conjunto conocido y podra ser por ejemplo el conjunto N de los
nameros naturales o el conjunto de las tiras de caracteres sobre determinado alfabeto.

Llamamos Lenguaje a un conjunto de palabras (tiras, secuencias, strings, ...) construidas
sobre un conjunto dado de simbolos. Ese conjunto de simbolos se le llama Alfabeto del
lenguaje. Hay lenguajes que se pueden definir inductivamente y tratar como conjuntos
inductivos.

En general ...

* La idea de la Definicion Inductiva de Conjuntos es:

— Agregar ciertos elementos individuales en el conjunto.

— Construir nuevos elementos del conjunto combinando los elementos agregados
anteriormente.

* Las definiciones suelen escribirse como reglas que debe cumplir el conjunto que se
esta definiendo.
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Ejemplo:

¢ Como definir los Naturales?

— Dando una regla que diga que 0 es un natural.

— Dando otra regla que diga que, si tenemos un natural n, se puede construir otro
natural aplicando el operador sucesor (0 sumando 1).

* Definicion Inductiva de los naturales.

-0 eN.

—SineN, entonces n+1 eN.

5.2 Definicidon Inductiva de un Conjunto

Una definicion inductiva de un conjunto A consiste en una coleccion de esquemas de
reglas. Cada esquema es de tipo:

Bésicos: si establecen que ciertos elementos pertenecen al conjunto.

Inductivos: si establecen que un elemento esta en el conjunto si ciertos otros elementos
estan en el conjunto.

Clausura: si establece que los unicos elementos del conjunto, son los que se pueden
construir aplicando los demas esquemas dados un numero finito de veces.

Ejemplo Numérico
 Naturales: Observar que:
-0eN * En las reglas inductivas, las metavariables (n en este

—n+leN.sineN caso) siempre representan elementos que necesitan
« Pares menos reglas para su construccion.

-0eP
-n+2eP,sineP
* Impares

—1lel

-n+2 e I,sine |

5.3 Significado de una definicidén inductiva

* Cuando damos una definicion inductiva de un conjunto:

1. Definimos un conjunto.

2. Definimos una manera de recorrer(construir) sus elementos.

3. Todos los elementos del conjunto se recorren con las reglas dadas.

4. El orden al aplicar las reglas es relevante, dado que un orden distinto puede dar (y en
general lo hace) elementos distintos.

A considerar...

En una definicion inductiva puede haber mas de una clausula base y/o mas de una
inductiva., puede no haber clausulas inductivas, pero lo que obligatoriamente tiene que
estar definido es_al menos una clausula base.

La clausula de clausura se vera muy similar en todas las definiciones inductivas, por lo
tanto, muchas veces la podemos omitir o simplemente escribir Clausula de Clausura (CC).
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5.4 Lenguajes

 Llamamos Lenguaje a un conjunto de frases o palabras (tiras, secuencias, strings, ...)
construidas sobre un conjunto dado de simbolos.

* Ese conjunto de simbolos se le [lama Alfabeto del lenguaje.

* Hay lenguajes que se pueden definir inductivamente y tratar como conjuntos
Inductivos.

Ejemplo: {a,b}*

* Sea {a,b} un conjunto de simbolos (alfabeto)

* {a,b}* es ¢l conjunto de todas las posibles secuencias formadas con los simbolosay b
* {a,b}* se define inductivamente por las siguientes clausulas:

i. e e {a,b}* (palabra vacia)

Ii. Siw e {a,b}* entonces aw < {a,b}*

iii. Siw e {a,b}* entonces bw e {a,b}*

« Observar que e es una palabra y no un simbolo del alfabeto!

Mas ejemplos....

= Llincex.{a, b}
i.aell

ii. Siw e L1 entonces bwb L1

= L2inc.ex. {a, b, c}
i. bel2

ii. Si w € L2 entonces awc € L2

5.5 Pertenencia a un conjunto Inductivo

Para probar que un objeto pertenece a un conjunto inductivo, basta con mostrar como lo
formamos (su secuencia de formacion esta dada por las clausulas utilizadas).

Ejemplo: bbabb € L1 pues: a € L1, bab € L1, bbabb € L1

Otros ejemplos... veamos otra definicion inductiva del conjunto de los nimeros pares:

Tomemos:

» Como S a los naturales

* Como base al conjunto {0}

» Como unica regla: “si n es par, entonces n + 2 es par”

Una observacion interesante en este punto es que podriamos haber realizado otra
definicion inductiva para el mismo conjunto de los nUmeros pares:

Tomemos:
» Como S a los naturales
» Como base al conjunto {0,2}
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» Como Unica regla: “si n es par, entonces n + 4 es par”

Los conjuntos son iguales, pero la forma de recorrer los elementos es distinta. Asi,
demostrar que 10 es par podria implicar seguir distintos caminos (e incurrir en distintos
costos), dependiendo de la definicidn inductiva que se considere.

0, (4 (8
{2)—{6—0

Otro enfoque para las mismas ideas...
Sea S un conjunto cualquiera.
S* = {w| w * = es una palabra con letras del alfabeto S}
= {w| w es una palabra no vacia con letras del alfabeto S}

» A la palabra vacia la seguimos anotaremos € 0 e (como se vio anteriormente).

= A un conjunto de palabras se lo denomina lenguaje. S* y S* son ejemplos de
lenguajes para cualquier alfabeto S, pero nos concentraremos en lenguajes
definidos de forma recursiva.

= Consideremos ademas que:
Al conjunto de todas las palabras posibles se lo conoce también como £*ya X
como alfabeto

Por ejemplo:

Sea S = {a,b,c}, y L1 c S” definido inductivamente por:
i. a € L (clausula base: no depende de otros objetos de L1)
ii. Si we L3, entonces bwb e L (clausula recursiva: depende de otros objetos de L1)

Sea S = {a,b,c}, y L> < S* definido inductivamente por:
i.2bel
ii. Si 2we Ly, entonces 2 awc € Lo

Con una definicién inductiva no s6lo definimos un conjunto, sino que decimos la forma
de construir objetos en él, e implicitamente decimos que es la Unica forma de construir
objetos en el conjunto.

Para probar que un objeto pertenece a un conjunto inductivo basta con mostrar como lo
formamos (su secuencia de formacion esta dada por las clausulas utilizadas).

Por ejemplo:

1 bbabb € L; ya que:

I. ae L1 (aplicamos i)

ii. Luego, 1 bab € L1 (aplicamos ii)

iii. Finalmente, 1 bbabb e L1 (aplicamos ii)

En el ejemplo anterior, se hace evidente que todas las palabras del lenguaje L1 tendran un
numero par de simbolos b, pero ;qué es “tener un ntimero par de simbolos b ”*?
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Mas ejemplos...

El conjunto Y * es el minimo conjunto X que satisface:
i) eeX
i) Si a €X entonces aa €X
i) Si a €X entonces ba €X

En este caso la clausura esta dada al principio al decir que X es el minimo conjunto que
satisface.

Preguntas: 1) ¢Cual seria Y.? jdefinalo!
2) ¢Que piensa Ud. del conjunto X? ¢Como lo interpreta Ud.?
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5.6 Practico de Lenguajes

16. Sea {a, b, c} alfabeto y L lenguaje en el alfabeto definido por las siguientes
reglas:
a) ael
b) Sixel,xcel
c) SixeLxbeL.
¢Cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, justifique?

i) bbeL iv) abcc € L
i) abb € L v) Six € L, entonces largo de x es impar.
iii) abc € L vi) Six € L, x comienza con a.

17. Sea B un lenguaje definido sobre V = {0,1} inductivamente donde:
1eB
0eB
SiaeB 2> laleB
SiaeB > 000 € B
C. Clausura

Y el siguiente criptograma donde existen cadenas de ese lenguaje de largo
mayor de 6 escondidas encuéntrelas

101100111010111110010101010

1000010000101000110101010101
0101010001000111110111110101
1000001110000001101010101000
1000101010001111100010011010

Una de ellas es de largo quince y es la clave de acceso a un sistema
¢ Cuales? Justifique su respuesta.

18. Considere el conjunto U = R. Dé una definicion alternativa (por comprension, por extension
0 si es un conjunto conocido dar su nombre) de los siguientes conjuntos definidos
inductivamente:

a) Sea A el conjunto definido inductivamente por las clausulas:
.0 eA

ii. Sin € A entonces (n+3) € A.

iii. Estos son todos los elementos del conjunto.

b) Sea B el conjunto definido inductivamente por las clausulas:
)8eB

ii) Si neC entonces (n+4) € B,

iii) Si n € C entonces (n-4) € B.

iv) Estos son todos los elementos del conjunto.
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19. a) Definir inductivamente el conjunto de los naturales multiplos de 6
(osea {0, 6, 12,...}).
b) Definir inductivamente el conjunto de los enteros multiplos de 7.

5) a) Define inductivamente el lenguaje > * sobre el alfabeto > = {0, 1}.
b) Define inductivamente el lenguaje > * sobre el alfabeto > = {a, b, c}.

6) Define inductivamente los siguientes lenguajes sobre el alfabeto >’ = {a, b, c}:
a) El lenguaje {¢,c,cc,ccc,cccec,..}
b) El lenguaje {¢, ab, aabb, aaabbb,...}
¢) El lenguaje {bc, bcbc, bcbcebe, ...}
d) El lenguaje de las palabras que comienzan con la letra b.
e) El lenguaje de las palabras que terminan con la letra a.
) El lenguaje de las palabras que son palindromos.

7) Sea ) ={a, b}. Sea A1 < > * definido inductivamente por las clausulas:
i. ee A1

Ii. SiaeA; entonces abb € Ap
iii. Si oA entonces aa € A1
iv. Estos son todos los elementos del conjunto.

8) ¢Cuéles de las siguientes afirmaciones son correctas? Justifique su respuesta en
términos de la aplicacién de las clausulas.

1)aeA1 2)beAl 3)bbabbe A1 4)abba € A1 5) bbaabb € A;
6) bbbabbb €A; 5) aaaaa €A

9) Sea ) ={a,b }. Sea A> <> ** definido inductivamente por las clausulas:
i.ae Az

1. Si a€ Az entonces bab € Az
iii. Si a€A2 entonces aa € Az
iv. Estos son todos los elementos del conjunto.

¢ Cuales de las siguientes afirmaciones son correctas? Justifique su respuesta en
términos de la aplicacién de las clausulas.
1) beA2 2)babeA2 3)bacA2 4)babab €A2 5)aba cA2 6)bbabb A2

10) Sea ) ={a, b, c}. Sea A3 <) ** definido inductivamente por las clausulas:
1. € € A3

i1i. Si aeAsz entonces boc € As
111. Si oe Az entonces baa € A3
iv. Estos son todos los elementos del conjunto.

Escriba 5 palabras que pertenezcan a A3 y 3 que no pertenezcan.
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6 Recursividad

6.1 Definiciones recursivas

Comenzamos en esta seccion analizando la sucesion de enteros bo, b1, bz, b, ..., donde by,= 2n para
todo n e N. Tenemos que bo=2.0=0, b1=2.1=2 b,=2.2=4 y b3=2.3=6. Si, por ejemplo, necesitamos
determinar b6, simplemente calculamos bs=2.6=12, sin necesidad de calcular el valor de by, para
cualquier otro n e N. Podemos realizar estos calculos ya que tenemos una formula explicita,
bn=2n, que nos dice como determinar b, conociendo n (solamente).

Examinemos ahora la sucesion de enteros ao, ai, az, as,...., donde:

ao=1, a1=2, a3=3, y
an=an-1+an2+an-3 paratodon e Z* tal que n>3.

Aqui no tenemos una formula explicita que defina cada en términos de n, para todo n n € N. Si
queremos conocer el valor de a6, por ejemplo, necesitamos los valores de as, as y as. Y estos valores
(los de as, as y a3) requieren que conozcamos también los valores de az, a1 y ao. A diferencia de la
situacion mas facil en que determinamos bs=2.6=12, para calcular as tendriamos que escribir:

az=az+aitap=3+2+1=6
as=aztaz+a;=6+3+2=11
as=as+azta,=11+6+3=20
ag=astas+asz=20+11+6=37

Sin importar como llegamos a as, vemos que las dos sucesiones de enteros (bo, b1, b2, bs, ..., y ao, as,
a2, as, ...) no solo son numéricamente diferentes. Los enteros bo, b1, b, bs, ..., se pueden enumerar
facilmente como 0, 2, 4, 6, ... y para cualquier n € N tenemos la formula explicita b,=2n. Por otro
lado, tal vez sea dificil (si no es que imposible) determinar tal formula explicita para los enteros ao,
ai, a2, as, ...

A veces es dificil definir un concepto matematico de manera explicita. Pero como en el caso de la
sucesion ao, ai, az, as, ..., podriamos definir lo que necesitamos en términos de otros resultados
anteriores similares. Cuando hacemaos esto, decimos que el concepto esta definido en forma recursiva,
usando el método o proceso de recursion. de esta manera obtenemos el concepto que nos interesaba
estudiar, por medio de una definicion recursiva. Por lo tanto, aunque no tengamos una formula
explicita en el caso de la sucesion ao, a1, az, as, ..., Si tenemos una forma de definir los enteros a, para
n e N, por recursion. Las asignaciones a0=1, al=2, a2=3 proporcionan una base para la recursion.

La ecuacion
an=an-1+an-2+an-3 paratodo n e Z* tal que n>3,

proporciona el proceso recursivo; indica la forma de obtener nuevos elementos de la sucesién a
partir de los resultados anteriores ya conocidos (0 que se pueden calcular).

Un ejemplo de conjunto definido de forma recurrente es el de los nimeros naturales:
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a) 0 pertenece a N
b) Si n pertenece a N, entonces n+1 pertenece a N
c) Si X verificaa) y b) , entonces N esta incluido en X

6.2 Funciones definidas de forma recurrente

Aquellas funciones cuyo dominio puede ser recursivamente definido pueden ser definidas de forma
recurrente.

iEl ejemplo méas conocido es la definicidn recurrente de la funcion factorial n!:

: sin=0 =1
nl =
sin>1 =n(n-1)!

Con esta definicion veamos como funciona esta funcion para el valor del factorial de 3:

31=3. (3-1)!

=3.2l
2. (2-1)!
-2 -1l

=3.2-1-(1-1)
+2-1-0!
2:1-1

El ejemplo del calculo recursivo del factorial de un nimero llevado al campo de la programacion,
en este ejemplo C++:

int factorial(int x)

{
if (x>-1&& x<2)returnl; // Cuando -1 < x <2 devolvemos 1 puestoque 0! =1y1l=1
else if (x <0) return 0;  // Error no existe factorial de nimeros negativos
return x * factorial(x - 1); // Si x >= 2 devolvemos el producto de x por el factorial de x - 1

}

El seguimiento de la recursividad programada es casi exactamente igual al ejemplo antes dado, para
intentar ayudar a que se entienda mejor se ha acompafiado con muchas explicaciones y con colores
que diferencia los distintos sub-procesos de la recursividad.

X = 3//Queremos 3!, por lo tanto X inicial es 3
X >= 2 -> return 3*factorial(2);
X = 2 //Ahora estamos solicitando el factorial de 2
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X >=2 ->return 2*factorial(1);
X =1// Ahora estamos solicitando el factorial de 1
X <2->returnl;
[En este punto tenemos el factorial de 1 por lo que volvemos marcha atras resolviendo todos los
resultados]
return 2 [es decir: return 2*1 = return 2*factorial(1)]
return 6 [es decir: return 3*2 = return 3*factorial(2)*factorial(1)] // El resultado devuelto es 6

6.3 Definicion de f Recursiva

Sea A un conjunto inductivo. Una funcion f: A — B, se define mediante ecuaciones que determinan:

e Elvalor de f para los objetos de A obtenidos de aplicar las clausulas base.
e El valor de f para los objetos de A obtenidos de aplicar las clausulas inductivas, utilizando
el valor de f en los objetos anteriores y también el valor de los objetos anteriores.

Ejemplos...

1) Defina una funcion que calcula la cantidad de simbolos de una palabra de £* siendo
¥={a, b}. Entonces f: £* — N
Seguimos esquema de la definicién inductiva del conjunto.
1.f(e)=0
2. flaa) =1 + f(a)
3. f(ba) =1+ f(a)

Para calcular la cantidad de simbolos de la palabra bba, la aplicacion de la funcion nos queda de la
siguiente forma:

f(bba) = 1+f(ba) (por clausula 3 de la definicion de f)
f(ba) = 1+f(a)  (por clausula 3 de la definicion de f)
f(a) = 1+f(¢) (por clausula 2 de la definicion de f)
fe)=0

Luego se sustituyen los valores «sucesivamente, hacia atras» obteniendo el valor buscado, en este
caso f(bba) = 3

2) Escribir una funcion que aplicada a una palabra de X* siendo X={a, b}, devuelve otra palabra
obtenida de intercambiar las a y las b.

Solucion
f: ¥* — ¥* tal que
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1.fe)=¢

2. f(aa) = bf(a)
3. f(ba) = af(a)

6.4 Practico Funciones Recursivas

(1) Considera el lenguaje X* siendo X = {a, b, c}. Se define la siguiente funcidn recursiva
que:

i. fe)=4
ii. f(aa) = f(a)+1
iii.f(ba) = f(o)

iv f(ca) = f(a)+3

Calcular: f(a), f(b), f(c), f(ac), f(bca) y f(bcca)

(2) Sea > = {a,b }. Sea A> <> * definido inductivamente por las clausulas:
i.ae Az
ii. Si aeAz entonces bab € A
1ii. Si a€A2 entonces aa € Az
iv. Estos son todos los elementos del conjunto.

Sea ze A, defina:

a)f: A, — N /f(z) devuelve la cantidad de a de z.
b) g: A2 — N /g(z) devuelve la cantidad de b de z.
c) j: A2 — N /j(z) devuelve una palabra que solo tiene lasade z
e) k: A, — N /k(z) intercambia las b conlasadez

Hallar: f(babaa), g(baba), j(baba) y k(babaa).

(3) Sea X = {a,b,c }. Sea A; = X* definido inductivamente por:

i.c e Az

ii. SiaeAsentonces boc € Az

iii. Si ae Az entonces baa € Az

iv. Estos son todos los elementos del conjunto.

[) Sea z € As, Defina:
a)f: As— N /f(z) cuenta la cantidad de b de z. Hallar f(bbca).
b) g: A3 — N /g(z) suprime las b de z. Hallar g(bbca).

I) Investiga comportamiento de h: Az — X* /

1) h(e)=¢

2) h(bac) = h(a)bg;

3) h(baa )= h(a)ba
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Hallar h(bbbaca)

(4) Sea X ={a,b,c }. Sea A; < X* definido inductivamente por:
i.e e A7
Ii. SiaeA7 entonces babc € Az
iii. Si ae A7 entonces baba € A7
iv. Estos son todos los elementos del conjunto.

Sea z€ Ay, Defina:

a) f: A7 — N /f(z) devuelve la cantidad de a de z.

b) g: A7 — N /g(z) devuelve la cantidad de b de z.

c) h: A7 — N /h(z) devuelve la cantidad de c de z

d) j: A7 — N /j(z) cuenta la cantidad decy adez

e) m: A7 > X* /m(z) cambia todos los simbolos por a.

Determine cada valor funcional para z=bbbabc

Profesores: Marcelo Oliver — Osvaldo Pino
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7 Haskell

7.1 Cuarenta Anos de Disefio y Construccion

Haskell se fundo en la ciudad de Jacksonville, Florida en 1965, comprometida con el concepto de
generar proyectos de disefio y construccion completamente integrados. A finales de la década de los
sesenta, Haskell expandié sus actividades de proyectos multifamiliares a construccion de industrias
y oficinas, ademas de agregar servicios de desarrollo incluyendo adquisicion de inmuebles y
financiamiento.

A medida que el crecimiento de la empresa continud durante los afios setenta, muchas de las empresas
més importantes de Estados Unidos comenzaron a utilizar la presentacion de disefio y construccion
para sus instalaciones y consideraron a Haskell como una fuente Unica.

La reputacion de Haskell como lider en el disefio y la construccion continué en la década de los
ochenta cuando las autoridades publicas adoptaron este método de elaboracion de proyectos. Se
agregaron los servicios de Manejo de Construccion y se establecié la Comunidad de Desarrolladores
Haskell para proporcionar servicios al mercado constituido por la comunidad para el cuidado de
personas retiradas.

Durante la década de los noventa, Haskell refind su estructura para enfocarse en segmentos
especificos del mercado, para lo cual establecio oficinas en Dallas, Texas y la Ciudad de México. En
1993 Haskell jugd un papel decisivo en la formacion del Instituto de Disefio y Construccion de
América (DBIA, por sus siglas en inglés).

Apoyada en bases solidas y con una reputacion construida durante mas de cuarenta afios, Haskell
sigue siendo lider en el disefio y la construccion a través del aumento de sus beneficios y la
capacitacion de sus practicantes.

Instalacion de Haskell.
Descargue el instalador desde: www.haskell.org una vez instalado pruebe algunas operaciones

simples de suma, resta, multiplicacién, etc., en este punto vera que Haskell se comporta como una
calculadora sencilla.

Se trabajara con la versién para Windows WinGHCIi que se encuentra como un archivo ejecutable
en la propia instalacion. Si lo ejecutamos se vera asi:

WinGHCi

File Edit Actions Tools Help

S eE 3

|GHCi, version 7.4.2: http: .haskell.org/ghc/ :? for help
iLoading package ghc-prim ... nking ... done.

ading package integer-gmp ... linking ... done.

ading package base ... linking ... done.

elude> 2+5

elude>
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Funciones predefinidas.

Observe las siguientes funciones predefinidas y de ser posible pruebe su funcionamiento en
Haskell.

div a b : el cociente de la division entera entre a y b.

El cociente de la division entera entre 33 y 7 es 4. Aqui se llama div.

div 33 7 = 4, observe que no lleva paréntesis. S6lo un espacio después de la palabra div y otro
espacio entreel 33 yel 7.

La funcidn div espera 2 niUmeros enteros y su respuesta es otro nimero entero.
¢Siempre se puede hacer la division entre a 'y b, para cualquier a 'y b enteros?

diviZxZ" = Z
Esto significa que la funcion div tiene por dominio un par ordenado de nimeros enteros, en el
cual el primer elemento es un nimero entero, cualquiera, y el segundo elemento es un nimero
entero diferente de cero. Ademas, el condominio es un nimero entero. Es importante entender
que significa todo esto; resulta esencial contrastar el formalismo matematico con su correcta

interpretacion y posterior aplicacion a ejercicios practicos.

Algunos errores en los que se incurre habitualmente; si digita div 33 4 6 el programa
dard un mensaje de error. Hay demasiados parametros en este caso.
Si ud. digita div 33 el programa le dara otro mensaje de error, ya que en este caso hay

pocos parametros para realizar la operacion.

Revise lo siguiente...

mod a b : resto de dividir a
entrebmod 33 7=5

mod 733 =7

Ejercicio: ¢Que espera obtener si digitamos mod 19 3? ;Y si digitamos mod (-19) 3?
(Observacion: los niUmeros negativos necesitan paréntesis en Haskell)
Recuerde que en la definicion de division entera es fundamental que el resto de la

division entera siempre sea menor que el divisor y ademas positivo.

Division enteraentreayb
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Definicion: Sean a 'y b nimeros enteros, con b positivo. Dividir a entre b significa encontrar dos

nameros enteros q Yy r de modo que se verifique:

a=b*q+r,con0<=r<b

Vamos a dividir (-19) entre 3. ¢ Cuél de las siguientes opciones seré la correcta?

493 9|3 9|3
-4 -5 2 -7

-1 -6

En los tres casos se cumple que (-19) = 3.q + r, pero s6lo en uno el resto es positivo y
menorque 3.

¢Quieres probarlo con tu computadora? Recuerda escribir los nimeros negativos entre
paréntesis. mod (-19) 3 div (-19) 3

Funciones Idgicas: | | (or) && (and) == (igual)
Las funciones légicas devuelven un elemento del conjunto Bool. EI conjunto Bool es

unconjunto que tiene solamente 2 elementos: Verdadero y Falso.

Boole = {True, False} = {Verdadero, Falso} = {0,1}

e Nos preguntamos si 8 sera mayor que 5. La respuesta es si, por
supuesto.En haskell se escribe asi: 8>5. Al dar enter la espuesta es True.

e (8>5)&& (3>7)En este caso la primera expresion es verdadera pero la segunda no.
Entonces la respuesta sera False.

e También nos podremos preguntar si el resto de dividir 9 entre 2 sera 0. mod 9 2 ==
(Observe que hay 2 signos de = pegados. No se puede dejar espacio entre ellos). La respuesta
es False.

En resumen:

mod 9 2 tiene como respuesta 1 (Calcula el resto de la division entera de 9 entre 2)

mod 9 2 ==1 tiene respuesta True. (pregunta ¢El resto de la division entera de 9 entre 2 es 1?)

mod 9 2 ==0 tiene respuesta False. (pregunta ¢ El resto de la division entera de 9 entre 2 es 0?)

Otras funciones ldgicas predefinidas en Hugs son por ejemplo: /= (distinto), not (negacion).

Definicion de funciones en Haskell:

En Haskell se pueden definir nuevas funciones.
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Para definir una funcion primero hay que crear un archivo de texto nuevo, con extension .hs
Ejemplo 1: Empecemos con la funcion

f:Z—-7Z/1(x)=2x

En una carpeta, creamos un archivo prueba.hs (puede ser el mismo archivo que usamos antes)
Lo abrimos con Haskell y escribimos en una linea, el dominio y codominio.

En otra linea escribimos la formula de la funcién. La notacion es la siguiente:

f :: Integer -> Integer
fx=2%*x

En la primera linea estamos indicando que la funcion se Ilamard "f* y que su dominio es el
conjunto de los enteros, Ilamados Integer en Haskell, y el codominio es también Integer.

Los cuatro puntos forman parte de la notacion. La flecha, que separa el dominio del codominio,
se hace con el signo de menos y el signo mayor juntos y sin espacio.

No dejar espacio en el medio, porque dara error.
->correcto
- >error

La separacion entre la letra f y los cuatro puntos, asi como los demés espacios se han puesto s6lo
para facilitar la lectura. El programa no les adjudica valor a los espacios de mas.

f(x)=2x se escribe en Haskell f x = 2*x. Ahora, habiendo escrito esto en el archivo prueba.hs, lo
guardamos, cerramos Yy recargamos. Si ahora, en la pantalla de comandos, escribimos f 8 y luego
enter, deberia aparecer el 16.

Ejemplo 2:
Se pueden definir funciones con mas de una variable. Por ejemplo, recordemos que una formula
muy utilizada en fisica es que F=m.a (Fuerza = masa * aceleracion).

Podemos también definirla con Haskell. Pero el inconveniente es que en el mismo archivo no
pueden coexistir dos funciones con el mismo nombre. En nuestro archivo prueba.hs ya tenemos
una funcién llamada "f". Hacemos un archivo nuevo o podemos llamarla de otra forma.

Por ejemplo, podemos llamarle a la fuerza, fu. Entonces, el archivo prueba.hs, editado, quedara
asi:

Xx=45
fu :: Integer -> Integer
fuab=a*b

La funcion fu tiene como dominio un entero y otro entero, y su codominio es otro entero. Con la
notacion matematica habitual, escribiriamos fu (4,5)=20

En haskell, escribimos fu 4 5 =20
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Definicion de funciones en Haskell: El conjunto Bool.

El conjunto de los nimeros enteros tiene infinitos elementos y es el que usamos hasta ahora. El
conjunto Bool tiene s6lo 2 elementos: True y False (verdadero y falso).

Ejemplo: queremos implementar una funcion contrasefia que servira para evaluar si un nimero
ingresado por el operador es el correcto en una contrasefia. Por ejemplo, supongamos que la
contrasefia es 3214. La idea entonces es que nuestra funcion recibe un numero entero y la
respuesta es correcto o incorrecto. Dicho de otra forma, la respuesta es True o False.

password :: Integer ->Bool
password 3214 =True
password a = False

(ilmplemente esta funcién en Haskell y pruebelal)

Funciones recursivas en Haskell
Una funcidn recursiva es una funcion que se llama a si misma en algun paso previo.

Observacion: Tiene que existir alguna condicion de terminacién, también llamada condicion de
parada.

Observacion 2: si no es funcién, no puede ser funcion recursiva.

Ejemplo:
tio::Integer->Integer
tion=9 +tio (n-1)

Intentaremos evaluar ahora tio 5
Aplicando esta funcion, vemos que, si sustituimos n por 5 queda:
tio 5 =9 +tio (5-1) O sea, haciendo la resta, tio5=9 + tio 4

Ahora volvemos a aplicar la funcién para calcular tio 4 y ya hacemos las operaciones: tio 4 =9 +
tio 3. Y aplicando de nuevo la funcién...

tio3=9+tio2
tio2=9+tiol
tiol=9+tio0

tio0 =3 +tio (-1)
tio (-1) = 3 + tio (-2)

Y asi seguimos en forma infinita........ Aparecerd un mensaje de error. Falta la condicién de
terminacion. Esta "funcion" esta, entonces, mal definida. “No es una funcion”. Vamos a
arreglarla.
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tio::Integer->Integer
tio 2 =100
tion=9 +tio (n-1)

Entonces, ahora que sabemos que tio 2 = 100 podemos calcular, de abajo hacia arriba: tio 3 =9 +
tio 2y como tio 2 = 100 entonces tio 3 = 109

tio4=9+tio3. ycomo tio 3 =109 entoncestio 4 =118

tio5=9+tio4 ycomotio4 =118entoncestio5=127  Es larespuesta final. Lo que
hicimos anteriormente se llama secuencia de computos.

En resumen, con esta funcion se puede calcular tio 5, tio 994, tio 3000.
¢Se podré calcular tio 1 ? (Y se podra calcular tio (-4)?

Esta funcidn, tio, ¢es una funcion total o parcial, en los enteros?

Expresiones condicionales: la sentencia condicional if.

La clausula if significa "si", es un si condicional.

Primero vamos a escribirlo en espafiol:

Si (o ) entonces (.....ceevvevennen. ) y sino entonces ()

si (llueve ) entonces ( vamos al cine ) y sino entonces ( vamos al tablado )

si ('la entrada cuesta menos de $200 ) entonces ( vamos al cine ) y sino entonces ( vamos a
caminar y te invito un helado )

En resumen:
si (‘condicidn légica ) entonces (accién 1) y sino entonces (accion 2)

Dentro del primer paréntesis no se puede escribir s6lo un nimero, una palabra o una frase. Tiene
que ser un valor booleano. Es una condicion ldgica, por tanto sus valores son True o False.

Ejemplo:

Implementaremos la funcion edad. Si el nimero de entrada es menor que 18, le suma 3 unidades.
Si es mayor o igual que 18, le resta 2 unidades. Entonces, si todo marcha bien, deberia quedar asi:

edad (14) =17
edad (17) =20
edad (18) = 16
edad (25) =23

Una forma de definir dicha funcion es:

66

Profesores: Marcelo Oliver — Osvaldo Pino



Métodos Discretos

edad:: Integer-> Integer
edad a =if (a<18) then (a+3)else (a-2)

Si el valor de a es menor de 18, el paréntesis (a<18) tiene el valor True, entonces lo que se
ejecuta es (a+3). Cuando a no es menor de 18, el paréntesis (a<18) tiene el valor False, entonces
lo que se ejecuta es (a-2).

El signo de igual = ==

Asignacion: Cuando escribimos j=3, estamos diciendo que el valor de j es 3. Antes j no tenia
ningun valor previo, y a partir de ahora sabemos que el valor de j es 3. Le estamos asignando un
valor a la variable j: el valor 3. Mas aln. Aungue j antes tuviera otro valor, a partir de la
expresion j=3 el valor de j serd 3.

Comparacién: Otra situacién diferente es comparar el valor de una variable con otro. La variable
m tiene un valor, el cual no conocemos. Quizas sea 17. Quisiéramos comparar el valor de m, que
no sabemos cual es, con el nimero 17.;,Sera m igual a 17 o no? Cuando nos hacemos una
pregunta ldgica, el signo de igual es ==.Esto es, son 2 signos de igual juntos, sin espacio entre
ellos.

Si mvalia 17, la expresion m==17 tiene valor True.
Simno valia 17, la expresion m==17 tiene valor False.

Sea cual sea el valor de m la expresion m==17 no cambia el valor original de m. No le estamos
asignando ningun valor a m. Sélo se lo esta comparando.

Ahora estamos en condiciones de poder hacer la funcién h.

h: Z+ 27+ / 10 si X es par Lo nuevo que vamos a ver ahora es que se puede
h(x)= usar en haskell una funciéon como insumo, como
11 si x es impar una parte integrante de la misma. En esta funcion h

tenemos que discriminar segun el valor de entrada,
seglin sea par o no.. Pero como ya tenemos hecha la funcion par, la podemos utilizar.

Para poder utilizar varias funciones simultaneamente, una forma de hacerlo es escribirla en el
mismo archivo. En nuestro caso, todo esta escrito en el archivo prueba.hs

Ya hicimos la funcién par. Ahora lleg6 el momento de utilizarla.

Si la entrada de la funcion h es un nimero que lo llamamaos x, el resultado dependera de saber si x
es par o impar.

Recordemos que si X es par, entonces par X tiene el valor True.

h:: Integer-> Integer
hx =if (parx)then (10)else (11)

Entonces, si x es par, (par x) tiene valor True y la respuesta es 10. Si x es impar, (par
X) tiene valor False y la respuesta es 11.
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Dada la siguiente funcion decidir qué cosa hace:

par::Integer->Bool
par 0 = True

par 1 = False

par n = par (n-2)

Para comprobar o testear si la funcion par hace lo que quisiéramos, vamos a
efectuarla secuencia de computos de algun nimero, por ejemplo, el 6

par 6 = par 4
par 4 = par 2
par 2 =par 0
par 0 = True iiEntonces si, el 6 es par !!

¢La pregunta que se puede hacer en este punto es que ocurrira si hacemos par 7?

Listas
Conjuntos definidos por induccion: Listas. Funciones sobre Listas.

Ahora introduciremos una estructura matematica denominada listas o secuencias, con la cual se
pueden modelar muchas realidades. Una lista es una ordenacion de elementos de un cierto
conjunto, una lista puede ser vacia.

Ejemplos de listas diferentes, con elementos del conjunto {3, 4, 7} 1) [3, 4, 7, 7]
2)[3,4,7,7,7]
3)[4,3,3,3]
4)[3,4,7,7,3]
5)[3,4,7]
6) [3,3,3,3,3,3, 3]
En las listas es importante el orden de los elementos que la integran. Ademas, los elementos
repetidos también importan.
NOTACION: Para indicar listas, lo haremos sefialando entre paréntesis rectos sus elementos. Por
ejemplo, la lista que contiene el 1, el 1 y el 5 sera [1, 1, 5]. Esta lista es diferente de la siguiente:
[5, 1, 1]
La lista vacia, esto es, la lista que no tiene elementos, la simbolizaremos [ ].
Mas ejemplos: con los elementos del conjunto A = {3}, ;cuantas listas se pueden formar?
Respuesta:
DII
2) [3]
68
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3) [3, 3]

4)[3,3,3]

5 [3,3,3,3]

Si el conjunto A no es el conjunto vacio las listas que se pueden formar tomando elementos de A
son infinitas. Cada lista tiene una cantidad finita de elementos, pero la cantidad de listas que se
pueden formar con los elementos de un conjunto dado A, es un nimero infinito.

Sea A un conjunto cualquiera. Definiremos el conjunto de todas las listas que se pueden construir

con elementos de A por induccion. Llamaremos a este conjunto list A.

Definicion inductiva del conjunto list A

1) La lista vacia pertenece a list A

2) Si tenemos un elemento de A y una lista que pertenece a list A, podemos formar una nueva lista
agregandole al principio de dicha lista ese nuevo elemento. Por ejemplo, si tenemos la lista [5,7,2]
y el elemento a agregar es el 4, entonces la nueva lista serd 4:[5,7,2] = [4,5,7,2]

3) Las unicas maneras de formar listas es aplicar las reglas 1 y/o 2 un numero finito de veces.

Veamos ahora la misma definicion, pero con la notacion usada en Haskell.

1. Cléusula base: [ ] pertenece a list A

2. Clausula inductiva: Si b pertenece a A y x pertenece a list A entonces b:x pertenece a list A
3. Clausula de clausura: CC

La clausula o regla 1 dice que la lista vacia es una lista.

La clausula o regla 2 dice que si b es un elemento de A y x es una lista, le podemos agregar a
la lista X un nuevo elemento, el b, al comienzo, formandose una nueva lista, b:x, que tiene un
elemento mas que x.

La clausula o regla 3 es la clausula de clausura, y lo que dice es que solamente podemos formas

listas aplicando las clausulas o reglas 1 y 2 un ndmero finito de veces.

Ejemplo: Supongamos que tenemos el conjunto A ={1, 2, 7}

Por aplicacion de la regla nimero 1, la lista vacia pertenece a list A. Como el nimero 2
pertenece al conjunto A y la lista vacia pertenece a list A, entonces aplicando la segunda regla,
se le puede agregar a la lista vacia el 2. Queda entonces 2:[]=[2]

Como el nimero 1 pertenece al conjunto Ay la lista [2] pertenece a list A, entonces aplicando
la segunda regla, se le puede agregar a dicha lista el 1. Queda 1:[2]=1[1,2]

Como el nimero 7 pertenece al conjunto Ay la lista [1,2] pertenece a list A, entonces aplicando
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la segunda regla, se le puede agregar a dicha lista el 7. Queda 7:[1,2]=1[7,1,2]

Como el numero 1 pertenece a A y la lista [7,1,2] pertenece a list A, entonces aplicando la
segunda regla, se le puede agregar a dicha lista el 1. Queda 1:[7,1,2]=1[1,7,1,2]

Como el numero 1 pertenece a A y la lista vacia pertenece a list A, entonces aplicando la
segunda regla, se le puede agregar a dicha listael 1. Queda 1:[]=[1]

Y asi seguimos construyendo mas elementos de list A.
Notacion de Haskell:

[a] es una lista con exactamente un elemento
[a, b] es una lista con exactamente 2 elementos
[a, b, c] es una lista con exactamente 3 elementos

(a) es una lista con cualquier cantidad de elementos; podria ser también la lista vacia.

NN N NN

(a:x) es una lista donde a es el primer elemento de la lista y x el resto de la lista; tienepor
lo menos un elemento, el a.
v (a:b:x) es una lista donde a es el primer elemento de la lista, b es el segundo y x el resto de la

lista; tiene por lo menos 2 elementos.

Ejemplo: si escribimos en el editor de textos:

(a:x) referido a la lista [7,2,4,1] significa que a es 7 y que X es el resto, esto es, [2,4,1].

(a:x) referido a “manzana” significa que aes la ‘m’ y que “anzana” es X.

Funciones definidas por recursion sobre listas

Ejemplo 1: Queremos definir una funcién, llamada largo, que nos proporcione el largo
de una lista de nimeros enteros. Por ejemplo, si digitamos largo [6, 2, 3, 1] esperamos
obtener un 4, porque esta lista tiene 4 elementos.

largo [True, True, False] =3; largo “cuatro” = 6, largo [6,2,3,1]=4

Observacion: largo [6, 2, 3,1] =1 + largo [2,3,1]

Generalizando: largo (a:x) =1 + largo (x), donde x es una lista cualquiera.

Ya podemos ‘“intentar” hacer la funcién largo. (Esta funcion, como todas las funciones,
para implementarla en Haskell, hay que escribirla en el editor de texto).

largo :: [Integer]- Integer

largo :: [Integer] -> Integer
largo (a:x) = 1+ largo (x)
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Antes de probarla con Haskell intentaremos probar la funcién en el papel. A esto se le llama escribir
la “secuencia de computos”.

Secuencia de computos para largo [8,5,0,9] largo [8,5,0,9] = 1 + largo [5,0,9]

largo [5,0,9]=1 + largo [0,9]

largo [0,9] =1 + largo [9]

largo[9] =1+largo[]

largo[] = ... No lo podemos completar, ya que no hemos indicado en ningin lado cuanto
deberia valer el largo de la lista vacia. Si lo probamos en Haskell nos dara un mensaje de error.

ijFalta definir el valor de la funcion largo cuando aplicamos la lista vacia!!

largo :: [Integer] -> Integer
largo [] =0
largo (a:x) = 1+ largo (x)

iAhora si, estaria definida correctamente!
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Practico de Haskell

1. Escriba en la linea de comandos, de a una en una las siguientes expresiones en Haskell, y cada
vez pulse la tecla ENTER.

a) 20*33

b) 218

C) 24*(67-111)

d) 27(6+3)

e) 73/5

f) div 735

g) mod 73 5

h) mod (-20) 3

i) div (-20) 3

J) Deduzca el comportamiento de las funciones div y mod, predefinidas en Hasskell
k) Pruebe sus propios ejemplos

2. Escriba y ejecute las siguientes expresiones en Haskell.
a)max 79

b) min 2 (-8)

3. En Haskell no se pueden realizar definiciones en linea de comandos, para ello se deberd utilizar
un archivo.hs. Pruebe ejecutar la siguiente linea en Haskell:

y=x+1

Cree un archivo en la carpeta Mis Documentos de su disco y denominelo primero.hs
Copie las siguientes lineas en su archivo y guarde.

y=x+1

X =2*3

Ejecutar en Haskell File/open/ y luego busque primero.hs y seleccidnelo.

Escriba x en la linea de comandos y dé enter, lo mismo con y.

Idem con

y =x"2

X = (2*3)+(4-5)

4. Calcular en Haskell:
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a) (8>2) || (4>1)
b) (8>2) && (4>1)
c) (8>2) && (4<1)

d) Escribir y probar en Haskell sus propias expresiones utilizando los operadores 16gicos
introducidos.

5. Escriba y evalle las siguientes expresiones en Haskell.
a) 7<0

b) 8>2

c) div84 ==
d)div4 3==

e) mod 8 4 ==

f) not (mod 8 4==7)
g) 4/=4

h) div 89 /=20

i) mod 5010 <=0

j) div5010>=6

k) Agregue sus propias expresiones booleanas en Haskell y evaluelas

6. Realizar los siguientes céalculos en Haskell:
a) Calcular 272

b) Calcular 24

c) Calcular 2732

d) Calcular 2764

e) Calcular 27200

f) Calcular 274::Int

g) Calcular 2732::Int

h) Calcular 2*32::Integer
i) Calcular 2731::Int

j) Calcular 2231 — 1::Int

k) Calcular min Bound::Int y max Bound::Int y comparar con los resultados de 9 y 10
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I) Estudiar los resultados obtenidos y analizar posibles explicaciones
7. Verificar en Haskell:

a) :type 'a’

b) :type "abcdf"

C) :type True

d) :type 4<5

e) :type "a"

f) length "perro”

g) Deducir el tipo de length

h) Verificar :type length

1) Escribir y probar en Haskell sus propias expresiones
8. Probar en Haskell:

a) (4, 'a, "gato")

b) :type (4, 'a', "gato")

c) :type (‘a', "zapato™)

d) :type ("haskell”,"matematica™)

e) :type (True, 5)

f) :type (C?°," pepito ")

g) :type ("cualquiera”,(3.14,False))

9. Probar en Haskell:

a) fst (“jota”, (1,'"))

b) snd (“jota”, (1,'b"))

c) Indicar el tipo de fst y snd y verificarlo en Haskell.

10. Abrir en el bloc de notas el archivo primero.hs

Copiar al archivo primero.hs las siguientes definiciones de funciones:

f:Int->Int
fn=2"n

g :: Int -> Integer
gn=2"n

Estudiar su significado.
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a) Calcular f 2
b) Calcular g 4
¢) Calcular f 32
d) Calcular f 64
e) Calcular f 200
f) Calcular g 200
g) Calcular g 35

1) Explicar los resultados.

11. Comenzando con funciones

1. Definir una funcion maximo::(Integer, Integer)->Integer que devuelve el mayor de sus dos
argumentos.

2. Definir una funcion par::Integer->Bool que indica si su argumento es par (Sugerencia: Utilizar el
operador ‘mod*).

3. Definir una funcion max3 ::(Integer, Integer, Integer)->Integer que devuelve el maximo de sus
argumentos.

4. Definir la funcion signo:: Int->Int que dado un ndmero devuelve 1, 0 6 -1, en caso que el nimero
sea positivo, cero 0 negativo respectivamente.

5. Definir la funcién abso::Int->Int que calcula el valor absoluto de un nimero.

6. Definir el predicado bisiesto::Int->Bool que determina si un afio es bisiesto. Los afios bisiestos
son aquellos que son divisibles por 4 pero no por 100 a menos que también lo sean por 400. Por
ejemplo, 1900 no es bisiesto pero 2000 si lo es.

7. Tres numeros positivos pueden ser la medida de los lados de un triangulo si y s6lo si el mayor de
ellos es menor que la suma de los otros dos. Definir una funcion lados_triangulo::(Float, Float,
Float)-> Bool que devuelva True si los tres nimeros que se le pasan verifican esta condicién, y
False en caso contrario.

8. Definir una funcion es_rectangulo::(Integer, Integer, Integer)->Bool que devuelva True si los
nimeros que se le pasan pueden ser los lados de un triangulo rectangulo, y False en caso contrario.
Sugerencia: una manera seria ordenar los tres nimeros y verificar si el cuadrado del mayor de ellos
es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos. Sin embargo existe otra manera mas facil,
utilizando (s6lo una vez) la funcién max_3 ::(Integer, Integer, Integer)- >Integer que devuelva el
maximo de tres enteros. ;Se te ocurre? Probar la funcién con las entradas (3,5,4), (5,13,12) y
(7,3,5).

9. ijiDefinir una funcién para calcular el area de un circulo, dado su radio r. Usar “pi” que Haskell
lo entiende !!!
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Soluciones a alguno a los ejercicios de funciones:

dobleDe :: Int->Int
dobleDe x=2*x

funcion de la diapo 16

dobleDos :: Int -> Int-> Int
dobleDos x y = x*2 + y*2

dobleDosbis :: Int -> Int-> Int
dobleDosbis x y = dobleDe x + dobleDe y

anterior :: Int-> Int
anterior x = x-1

ejemplo diapo 3 de funciones-2
f::Int->Int
f x =if (x<10) then 2*x else x-1

signo::Int->Int
signon =if n<0 then-1elseif n==0then 0 else 1

Ejemplos de concordancia de patrones
lucky :: Integer -> String

lucky 7 = "El siete de la suerte"

lucky x = "Lo siento no es tu dia de suerte"

esTres :: Integer -> Bool
esTres 3 = True
esTres x = False

esA::Char->Bool
esA'a' = True
esA 'A'=True
esA x = False

EJERCICIOS DE LA PRESENTACION

Definir una funcion que devuelve el mayor de sus dos argumentos.
maximo :: (Int, Int) -> Int

maximo (x,y) = if x>y then x else y

Definir una funcién que indica si su argumento es par
par :: Int -> Bool
par x = if (mod x 2 ==0) then True else False

Definir una funcion que devuelve el maximo de sus argumentos.
max3 :: (Int, Int, Int) -> Int
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max3 (x,y,z) = if (x>y && x>z) then x else if(y>x && y>z) then y else z

Definir la funcion que calcula el valor absoluto de un numero.
abso :: Int -> Int
abso x = if x>=0 then x else (-x)

Definir el predicado que determina si un afio es bisiesto.

Los afos bisiestos son aquellos que son divisibles por 4 pero no por 100 a menos que también lo
sean por 400.

Por ejemplo, 1900 no es bisiesto pero 2000 si lo es.

bisiesto :: Int -> Bool

bisiesto x= if ((mod x 4==0) && (mod x 100 /=0))||(mod x 400==0) then True else False

Uso de ecuaciones con guardas

min3 :: Int->Int->Int->Int

MIN3XYyzZ|X<=y&&X<=Z =X
ly<=x&&y<=z =y
| otherwise = z

abso2 :: Int -> Int
abso2 x | x>=0 =x
| otherwise =(-x)

E8.del practico 5: Definir una funcién es rectangulo::(Integer, Integer, Integer)->Bool que devuelva
True si los numeros que se le pasan pueden ser los lados de un triangulo rectangulo, y False en caso
contrario. Sugerencia: una manera seria ordenar los tres nimeros y verificar si el cuadrado del
mayor de ellos es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos. Sin embargo existe otra manera
mas fécil, utilizando (s6lo una vez) la funcion max_3 ::(Integer, Integer, Integer)-- >Integer que
devuelva el maximo de tres enteros. ¢Se te ocurre? Probar la funcién con las entradas (3,5,4),
(5,13,12) y (7,3,5).

es_rectangulo::(Int, Int, Int)->Bool

es_rectangulo (X,y,z)= if (max3 (x,y,z))"2==x"2+y"2+z"2-(max3 (X,y,z))"2 then True else False

otra forma, usando guardas...
es_rect :: (Int, Int,Int)->Bool
es_rect (X,y,2) | x"2== y"2+z""2 =True
| yN2==x"2+z"2 =True
| ZA2==y"2+x"2 =True
| otherwise  =False

Definir una funcion para sumar los elementos de una lista de numeros enteros.
sumaLista::[Int]->Int

sumaLista [] =0

sumalL.ista (x:xs)= x +sumaL.ista xs

Dada una lista de enteros, "extraer” de ella los nimeros menores que 10, obteniendo otra lista con
dichos nimeros.
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*Main> menorl0 [3,16,5,2,7,25,45]
[3,5,2,7]

menor10 :: [Int]->[Int]

menorl0 []=[]

menorl0 (x:xs) = if x<10 then x:(menor10 xs) else menorl0 xs

sumar los menores que 10

sumamenor10 :: [Int]->Int

sumamenorl10 []=0

sumamenorl10 (x:xs) = if x<10 then x+(sumamenorl10 xs) else sumamenor10 xs

12. Dada una lista de enteros, devolver la lista ordenada de menor a mayor

borrar::[Int]->Int->[Int] --RECUERDEN QUE ESTE EJERCICIO EXCEDE LO QUE
TRABAJAMOS EN EL CURSO

borrar [] x =[]

borrar (y:p) x = if (x==y) then (borrar p x) else [y] ++ (borrar p x)

ordenada::[Int] -> [Int]
ordenada [] =[]
ordenada [x]=[X]
ordenada (x:y:[])= if x <=y then [x,y] else [y,x]
ordenada (x:p) = if x <= head (ordenada p) then x:(ordenada p)
else (head (ordenada p)):ordenada (x:(borrar (ordenada p) (head (ordenada p))))

Ejercicio 8

sacarLugar::Int->[Int]->[Int]

sacarLugar n []=[]

sacarLugar n (x:s)= if (n==1) then s else x:(sacarLugar (n-1) (s))

sacarLugar 2 [10,5,7,4]= 10:(sacarLugar 1 [5,7,4])

sacarLugar 1 [5,7,4]=[7,4]

con el resultado obtenido, volvemos a armar la lista (linea 130)
sacarLugar 2 [10,5,7,4]= 10:([7,4])=[10,7,4]

multi4no8 que recibe un numero entero y devuelve True si es multiplo de 4 y no de 8
multi4no8::Int->Bool
multi4no8 x = if mod x 4==0 && mod x 8/=0 then True else False

Examen que recibe una lista de notas y devuelve otra solo con las notas mayores que 7
examen ::[Int]->[Int]

examen []=[]

examen (x:s) = if x<=7 then examen (s) else x:(examen s)

Ver comportamiento de la siguiente funcion
incognita ::[Int]->Int
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incognita [] =0
incognita (x:s) = if (x<30) then x+(incognita s) else incognita s
incognita [10,22,40,36]=10+(incognita [22,40,36]

Dada una lista, devolver el promedio de sus elementos
promL ::[Int]->Int

promL []= error "lista vacia"

promL (xs)= div (sumaLista (xs)) (length (xs))

Investiga el resultado de aplicar el siguiente codigo a la lista [1..15]
ejcuatro::[Int]->[Int]

ejcuatro []=[]

ejcuatro (x:p)=if (mod x 3 ==0) then x:(ejcuatro p) else ejcuatro p

Ejercicios de repaso parte B b
func::[Int]->[Int]->[Int]

func [1[1 =1

func [] (p)= (p)

func (p) [1= (p)

func (x:p) (y:s)= func (p) (s)

multi5 que recibe 2 nimeros enteros, devuelve True si
ambos numeros son maltiplos de 5, en cualquier otro caso devuelve falso.

multi5 :: Int->Int->Bool
multi5 x y =if mod x 5 == 0 && mod y 5 == 0 then True else False

4. diferenciacifras que recibe un nimero entero positivo
menor que 100 y devuelve la diferencia de sus cifras (siempre positivo)

dc::Int->Int
dc x = abs (div x 10 - mod x 10)

dci ::Int->Int

dci x | x>99 = error "ingrese numero de dos cifras"
| x<10 = error "ingrese numero de dos cifras"
| otherwise = abs (div x 10 - mod x 10)

5. Sumacifra que recibe un nimero entero positivo menor que 100 y devuelve True
siempre gue la suma de sus cifras sea par.

sc::Int->Bool

sc X | x>99 = error " ingrese numero de dos cifras"
| x<0 = error " ingrese numero de dos cifras"
| mod (div x 10+ mod x 10) 2==0 = True
lotherwise = False

7. Tiene8 que recibe un nimero entero positivo de hasta 3 cifras y devuelve True
si alguna de sus cifras es 8, en caso contrario devuelve False.-}
t8 :: Int->Bool
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t8 x | x>999 = error " ingrese numero de dos cifras"
| x<0 = error " ingrese numero de dos cifras"
| mod x 10 == 8 = True
| div x 10 == 8 = True
| div x 100 == 8 = True
| mod (div x 10) 10 == 8 =True
| otherwise = False
otra forma...
ti8 :: Int->Bool

ti8 x = if ( (mod x 10 == 8) || (div x 10 == 8) || (div x 100 == 8) || (mod (div x 10) 10 == 8)) then

True else False

8.Ultima igual recibe dos numeros y devuelve true si ambos nimeros
terminan con la misma cifra.

ultimaigual::Int->Int->Bool

ultimaigual x y | x ==y =True
| mod x 10 ==mod y 10 = True
| otherwise =False

otra forma...

ui::Int->Int->Bool
ui x y =if mod x 10 == mod y 10 then True else False

9.Func toma un num entero, devuelve dicho numero por 10 si este es menor que 100,
divido 10 si es mayor que mil, en otro caso el mismo ndmero.

fiun :: Int->Int

fiun x | x <100 =x*10
| x > 1000 =div x 10
| otherwise = x

Analice que hace la siguiente funcion.

multi4no82 :: Int->Bool
multi4no82 x = if (mod x 4 == 0) && (mod x 8 /= 0) then True else False
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Algunos ejemplos mas de funciones implementadas en Haskell...

--Funcién recursiva para calcular el factorial de un numero

factorial :: Integer -> Integer
factorial n = if n==0 then
1
else
n * factorial (n - 1)

--Funcién recursiva para calcular el factorial de un ntmero usando

pseuddédnimos
factorial :: Integer -> Integer
factorial O =1
factorial m@(n + 1) = m * factorial n

--Funcidén para calcular las raices de una ecuacidén de segundo grado a partir
de sus coeficientes
raices :: Float -> Float -> Float -> (Float, Float)
raices a b ¢
| disc >= 0

((-b + raizDisc) / denom,

(-b - raizDisc) / denom)
| otherwise = error "La ecuacidn tiene raices complejas"
where
disc = b*b - 4*a*c
raizDisc = sqgrt disc

denom = 2*a
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